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提要 考虑在
一

般的三维无界区域中的具有滑移边界条件的带有阻尼的可压缩欧拉方程 ． 当初始值接近

平衡态时 ， 获得了全局存在性和唯
一

性． 同时
，
研究 了在半 空间情形下系 统的衰减率． 证明 了经典解的

Ｉ＊

２ 范数以 （
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）
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１ 引 言

本文考虑如下的带阻尼的可压缩欧拉方程组 ：

ｉ ｄｔｐ 
＋Ｖ －

 （ｐｖ ）
＝０

，

＾ 
丄

）

＾
５

ｔ （ｐｖ）＋Ｖ
■

 ｛ｐｖ０
ｖ

）＋Ｖｐ（ ｐ）＋ａｐｖ＝０
，

这里 ｐ是流体密度 ；

ｖ＝是流体速度 ． 压力 ｐ满足 ７
－律 ：

Ｐ （Ｐ ）
＝

Ａｐ
１

，

这里 ７
＞１ 是绝热指数 ，

Ａ＞〇 是常数
；

ａ＞〇 是摩擦系数 ． 我们施加如下的初边值条件 ：

｛

（ ｐ，

ｖ
） （
ｘ

，
０

）
＝

 （ｐ〇 ，

ｖ
〇 ）

，
ｘ ￡ ｆｌ

，

ｖ
？

ｎ
｜

ａｆｉ
＝

０
，ｔ＞０

，

这里 ＱＣＲ３ 是满足 （７
４
－正则性条件 （参见第 ２ 节 ） 的无界区域 ． ｎ 表示 区域 的边界外

法 向量 ．

系统 （
１ ． １

） 描述了可压缩气体流穿过多孔介质 ，
已经被许多数学家研究过 ． 当 空间维

数为一维时 ，

Ｎｉｓｈｉｄａｌ

１
－

２
］建立了小初值的全局经典解 ，

Ｈｓｉａｏ 和 ＬｉｕＭ首次建立了系统的大

时间渐近行为 ． Ｎ ｉｓ ｈｉｈａｒａ
Ｗ建立了解的最优收敛速度 ． 随后 ，

Ｎｉｓｈ ｉｈａｒ ａ 和 Ｙａｎｇ
【
５

】研究了

边界效应对解的渐近行为的影响 ． 对于髙维情形 ，
通过对格林函数的仔细分析 ，

Ｗａｎｇ 和

Ｙａｎｇ
ｌ
６

】建立了解的全局存在性和逐点估计 ． Ｓ ｉｄｅｒｉｓ 等 【
７

１证明了当初始值在适当的范数中很

小时
，
阻尼项可以阻止奇点发生 ， 并且证明 了经典解以 （

１ ＋ ＊
）
４ 的速率在 Ｌ

２
－范数中衰减
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到常值背景解 ． 最近 ，
ＨＯＵ 等 ［

８＿ ９
１考虑了如下的具有时间依赖阻尼的多维可压缩欧拉方程 ：

＇

ｄｔ ｐ＋Ｖ 
■

｛ｐｗ ）
＝ ０

，

＜

ｄｔ （ｐｖ）＋Ｖ
？

 （ｐｖ？ ｖ
）＋Ｖｐ （ｐ）

＝－

（
ｊ＾ｐ

ｒ ｐｖ ， （
１

．
２

）

． （ｐ ，

ｖ
） （

ｘ
，

０
）
＝

（ ｐ〇 ，

ｖ
〇 ）

．

在这篇文章中 ， 作者证明 了 ， 如果 〇＜Ａ＜１
， 或者 Ａ ＝ｌ

， ／
ｘ ＞ ３ － ｄ

， 且 ｃｕｒ ｌ ｖ〇
＝０

， 那么方

程组具有小初值的全局经典解； 如果 Ａ＞１ 或者 Ａ＝１
，
０＜／

ｚ＜３ 
－

ｄ
， 那么系统在有限时

间内爆破 ， 其中 ｄ 代表维数 ． 另一方面 ，

一些作者也考虑了初边值问题 ． 在文
［

１ ０
］

，

Ｐａｎ 和

Ｚｈａｏ 证明 了有界区域中的经典解的全局存在性和唯
一

性 ， 也证明了经典解以指数速度收

敛到稳态 ． 后来 ， 在文
［

１ １
］
中 ，

Ｚｈａｎｇ 和 Ｔａｎ 考虑 了具有阻尼和边界效应的
］
＞系统 ． 在文

［

１ ２
］
中 ， 作者们还研究了具有非线性阻尼和固定边界效应的 Ｐ

？系统． 然而 ， 据我们所知 ， 对

于无界 区域 ，
几乎没有任何结果 ． 此外 ， 在文

［

１ ３－ １４
］

中 ，

Ｚｈａｎｇ 和 Ｗｕ 研究了有界区域上

的三维带阻尼的非等熵可压缩欧拉方程 ． 在文
［

１５
］

中 ， 作者考虑了系统 （
１ ．２

）
在半空间的

情形 ， 证明 了当初始值接近其平衡状态时
，
特别是当 Ａ＝０ 时， 系统 （

１ ． ２
） 约化为 （

１ ． １
） ， 存

在一个全局光滑解．

本文将考虑系统在
一

般无界区域中的 （
１ ． １

）

． 我们将证明 ， 如果区域满足一致的 Ｃ
４
－正

则性条件 ，并且初始值接近平衡态时 ， 则存在一个全局经典解 ． 另
一

方面 ， 也考虑了半空间

中的时间渐近行为 ， 如文
［

７
］

， 我们将证明经典解在 ｉ２

范数下以 （
１＋衰减到常值背

景状态 ．

让我们评论
一

下我们的证明 ． 由 于区域是无界的 ， 我们不能使用 ｐｏｉｎｃａＭ 不等式 ， 也

不能直接应用文 ［

１０
］
中的证明 ． 为了克服这

一困难， 我们将定义
一

个新的不含低阶项的耗

散项， 并通过仔细的计算 ， 证明非线性项可以被新的耗散项控制 ． 为了得到半空间中解的

衰减 ， 我们将采用 Ｋａｇｅ ｉ 和 ＫｏｂａｙａｓＷ
１ ６

）的思想 ． 通过傅立叶余弦变换和正弦变换， 我们

可以把半空间的证明约化到整个空间 ． 值得注意的是 ， 我们的证明只适用于低阶估计
，
因

为高阶估计需要
一

些相容性条件 （参见注 ４ ． １
）

． 同时 ， 利用系统的结构和 ｄ
ｉｖ－

ｃｕｒ ｌ 引理 （参

见引理 ３ ． １
） ， 我们也得到了 丑

１

估计， 尽管结果似乎不是最佳的 ．

本文将如下组织 ． 在第 ２ 节中 ， 我们将重写系统 （
１ ． １

） 为对称双曲系统 ， 并给出局部存

在定理 ． 在第 ３ 节中 ， 我们将证明全局存在定理 ． 在第 ４ 节中 ， 我们将研究系统 （
１ ． １

） 在半

空间中 的大时间行为 ．

２ 重整化和局部存在性

在这部分中 ， 我们将重构系统 （

ｌ ．ｉ
）

． 首先 ， 引入声速 ＝

ｖ＾ｙ，
让 厅 ＝ ａ⑶ 为背

景密度 Ｐ＞〇 对应的声速． 定义

２

Ｕ ＝
－

｛
ａ

｛ｐ ）

－ ａ
） ，

７
—

１

则对于 Ｃ
１

解 ， 欧拉方程组 （
１ ． １

） 化为如下系统 ：

＜

＊

ｙ 

一

ｄｔｕ＋ａＶ
■

ｖ＝
—

ｖ
？

Ｖ ｔｔ



ｄｔ
＼４

－

ａＶｕ ＋ａｖ＝—ｖ
？

Ｖｖ
—

－

ｕＶ
■

ｖ
，

７
＇

－ ｕＶｕ ．

（
２ ．１

）
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一

般无界 区域中带有阻尼 的三维可压缩欧拉方程 ４２９４ 期

初边值条件则变为

ｆ （
ｕ〇

，

Ｖ〇） ｜ ｔ
＝〇

＝
 （
ｕ〇

，

Ｖ〇 ） ，

（

２ ２
）

＼
ｖ

？

ｎ
｜ ａｎ 

＝０
，

这里 ＝

ｇｊ
Ｗｐｏ ）

－司 ， 并且 ｎ 满足
一

致 （７
４
－ 正则性条件 （参见文 ［

１７
］
中的段落 ４ ． １０

）

．

首先 ， 有以下引理 ， 它告诉我们系统 （
１ ． １

） 和 （

２
． １

） 是等价的 ．

引理 ２ ．１ 【

７
，叫 对

毛
意 ｒ＞０

， 如果 （ ｐ，

ｖ
）ｅｘ

［

０
，

；Ｔ
］
） 是 （

１ ＿ １
） 的一个解 ，

且

ｐ＞０ ， 则 （

２
，
ｖ

）ｅｘ
［

０
，

：Ｔ
］ ） 是 （

２ ． １
） 的

一个解，
且

（与
ｉ

）
ｕ＋ 厅 ＞０ ． 反之 ， 如果

（Ａ Ｖ
）
ｅｃｖｎ

ｉ ［

０
，

：Ｔ
］
） 是 （

２ ． １
） 的
一个解，

且
（亨 ）

ｕ＋ 厅＞０以及ｐ
＝

（Ｔ

－

％甲）
ｕ＋ 厅

）
，

则 （ｐ ，

ｖ
）
ｅＣ

１ １

＾
ｘ
［

０
，
Ｔ

］
） 是 （

１ ． １
） 的
一个解 ， 且ｐ

＞０ ．

下面的引理确保了初始密度为正时密度的正性 ．

引理 ２
．
２ 丨

７
，
１ ０

】

巧
果 （ ｐ ，

ｖ
）
ｅｃＨｎ ｘ

 ［

〇
，

ｔ
］
） 是 （

ｌ ． ｉ
） 在 ｎ

：
［

０
，

Ｔ
］

上的
一

个
一

气有界解 ，

且

Ａ ｒｃ

，

０

）
＞０

， 则在
ｎ Ｘ

 ［
０

， 
ｒ

］
上


ｐ （Ｍ ）

＞〇
？ 如果 ⑷ 

ｖ

］＿

ｅＣ
１

（
ｎ Ｘ

 丨

０
，
ｒ

］
）是 （

２
．
１
） 在 

ｎ Ｘ
［
０

，
ｒ

］

上的
一

个
一

致有界解 ， 且
（Ｙｈｂ ，

０
）
＋ 斤 ＞０

， 则在 Ｇｘ
［

０
，

ｒ
］

上
（号

ｉ

）
ｕ

（

ｘ
， 〇

＋ 歹 ＞〇 ？

现在令

Ｘ
３ （

［

０
，

Ｔ
｝

，
ｎ）

＝

｛
Ｆ

： Ｑ ｘ
［

０
，

Ｔ
｝

＾ Ｒ
３

＼

ｄ
＼

ＦｅＬ
－

ａ
ｏ

．

Ｔ
］ ；

＾
３

＾ ） ） ，

／＝０
，

１
，

２
，

３
｝ ，

其具有范数

＝ ｅｓ ｓｓｕｐ
［
亡 丨明
ｌ
—Ｑ

则我们得到了下面的局部存在引理 ．

引理 ２ ． ３ 丨

１８
丨 如果 （ｍ ，

ｖ 〇 ）ｅ
ｉｆ

３

（
ｎ

） 并且满足相容性条件 ， 即
今
ｖ

（
ｏ

）

＿

ｎ
｜ ｓ（ｎ

＝０
，
０
ｑ 彡

２
， 则初边值问题 （

２ ． １
） ，（

２ ． ２
） ， 存在一个唯

一

的局部解 （
ｆｆ

，
ｖ

）
ｅ（＾

（
Ｈ ｘ

［

０
，

Ｔ
］
）
ｎｘ３ （

［

０
，

ｒ
］

，

ｎ
） ，

这里 ｒ＞ ｏ 是
一

个有限常数 ．

３ 全局估计

在这部分 ， 我们将证明
（

２ ． １
） 和 （

２ ．２
） 初边值条件的全局存在性． 在本文中 ，

（７ 表示
一

个一般的正常数 ， 丨 丨

．

丨 ｜ ， Ｉ 丨

？

和 丨 丨

？

 ＩＵ
丨
表示 Ｐ （

ｎ
） ， （⑷ 和 ／Ｐ

－

ｌ
（
ｓｎ

）

？ 定义

ｗ⑴ 三
 Ｉ Ｉ ｜

Ｕ⑷ Ｉ Ｉ Ｉ

２

＋
Ｉ Ｉ Ｉ

Ｖ⑴  Ｉ Ｉ Ｉ

２
＝

ｔ （ ｜ ｜ 咖⑴ Ｉ ｜ ！
＿

，

＋
 Ｉ Ｉ办⑴ Ｉ ＩＵ

（
＝０

我们也引进接下来的量

咖］
⑷ ＝ ｆ ｌ ｌ和 （

？

，
＜
）【 ；

／＝０

／

＝ ０

ＸＭ ⑴ ＝ ＩＭ Ｉ

２

；

／＝ ０
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增 ＝［ ＂
５Ｋ－

ｉ

，
Ｗ＝▽Ｘ Ｖ

；

／＝０

邱）

＝亡 （ ｜ ｜

咖
｜ 丨

２

＋．
｜ ｜

２

） ；

／
＝０

３３

Ｅ
（
ｔ
） 
＝

＾ ｜
｜

９＾ ｜ ｜

２

＋
＾ ｜ ｜＾ｖ

｜ ｜

２
．

１
＝ １ １＝０

值得注意的是

Ｗ
（
ｔ

）
＝ ＾ＭＷ＋￡；

［

ｖ
］
（
ｉ
）

．

首先给出几个引理
，
用于计算能量估计． 由于滑移边界条件的存在

，
边界上的空间导数是

未知的 ． 证明将强烈依赖于下面的引理 ３ ． １
， 它表明 ＶＵ 可以被 ▽ ＿

Ｕ 和 ▽ ｘＵ 所估计 ． 我

们采用文
［

１９
］
的方法 ．

引理 ３
．
１ 假设区域 ｆ２ 是一个满足

一

致 正则性条件的无界区域， 并且 Ｕｅ

⑶ 满足 Ｕ －

ｎ
｜

ａｎ
＝ 〇

， 则

｜ ｜

Ｕ
｜ ｜

ｍ＾Ｃ （ ｜

｜

Ｖｘ Ｕ
｜ ｜

ｍ
＿ ！＋ ｜ ｜

Ｖ
？

Ｕ
｜ ｜

ｍ
＿ ！＋Ｉ Ｉ

Ｕ
Ｈ＾

！ ） ，（
３ ． １

）

这里 ｍ 彡 ２
， 并且常数 Ｃ 仅依赖 ｍ 和区域 的 Ｃ

？＋ １
－范数．

证 首先， 我们有

－ＡＵ
＝

ＶｘＶｘＵ
－

Ｖ
（
Ｖ

■

Ｕ
）

． （
３ ． ２

）

从 Ｗ 的假设中 ， 可以找到 １／＝
（ｗｍ ｙ

１
ｅＣ

ｍ

（
ｎ

；

Ｋ
３

） ， 使得在 如 上 ！／＝ｎ ？ 利用 （
３ ．２

） ，

我们有

－Ａ
（
Ｕ 

？ｉ／
）
＝

（
Ｖｘ ＶｘＵ

）
？１／

－

Ｖ
（
Ｖ

？Ｕ
）

？ ｖ
－

２ＶＵ？ ｉ／
－

Ｕ 
■

Ａｉ／ ．

利用椭圆方程的正则性定理，
因为 〇 满足一致 正则性条件并且 Ｕ

？

ｎ
｜如

＝ ０
，
我们

有

｜ ｜

Ｕ 
？

ｕ
＼

＼

ｍ＜Ｃ
｜ ｜ （Ｖ

ｘＶｘＵ
）

？

ｉ／ 
－

Ｖ （
Ｖ

？

Ｕ
）

？

ｉ／
－

２ＶＵ
？ ｉ／

－

Ｕ 
■

Ａ ｉ／
｜ ｜

ｍ＿ ２

＋Ｃ
｜ ｜

Ｕ ． ｎ
｜

ａｎ
｜ ｜ｍ

＿ｉ

＜Ｃ （ ｜ ｜ 
ＶｘＵ

｜ ｜ｍ
＿

！＋ ｜ ｜

Ｖ
？

Ｕ
｜ ｜

ｍ
＿

！＋Ｈ
Ｕ

ｌＵ－

ｉ ）
．（

３ ．３
）

另
一

方面 ，
对于任意的 ｉ＝１

，
２

，
３

，

３

ｕ
■

ＶＵ ｉ
＝９ｉ （

Ｕ
－ ｕ

）

－

＼Ｊ －

ｄｉ Ｕ＋
 ２^

Ｖ
ｊ ＾
ｄ
ｊ
Ｕｉ

－

ｄｉＵ
ｊ ） ，

ｊ
＝ ｌ

这表明

Ｐ３
＾ Ｃｄ ｌ

Ｕ －

ｊ／
ＩＵ

＋ ｌ ｌ

Ｕ
ｌＵ＾＋ｌ ｌ

Ｖ ｘ Ｕ
ｌＵ． ！ ）

．（
３ ．４

）

ａｎｄｏ．ｍ
－

｜

根据椭圆方程的
一个正则性定理 ， 我们有

＂
▽ｕｈ ｗ

（
丨剛 ｋＨ ＩＳＪＵ ）

．
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

４３１

因为 （
３

．
２

） ， 有

Ｉ

Ｉ

ＶＵ
ＩＵ－ ！＾ｃ

（

｜ ｜

ＶｘＵ
ＩＵ－ ！＋｜ ｜

Ｖ
？Ｕ

｜ ｜ｍ
＿ ！＋

｜

－

＾
－

｜ ａｎ ｜ ｜ ｍ＿
３
）

－（
３ ．５

）

利用估计 （
３ ．３

）

－

（

３ ． ５
） ， 可以得到 （

３
．
１

） ．

下面的引理对于证明全局存在性是至关重要的 ，
它给出 了

一

个有用的能量和耗散的

等价量？

引理 ３ ．２ 令 〇ｘ
，

ｖ
） 是 （

２
．
１

） 的解
，
则存在

一

个小常数 ＜
５

， 使得如果 研⑷ ＜＜５
， 则存在

两个常数 Ｃ０＞０ 以及 Ｃｉ＞０
， 使得

Ｗ⑷＜ ＜７〇 （ｙ （
＊
） ＋ ￡ ；

（
＜

） ） ，（
３

．
６

）

以及

ＸＭ⑴＋剧ｖ
］
⑴＜云⑷＋ ！／

（
＜
） ）

？ （３ ． ７
）

证 利用 引理 ３ ． １
， 使用文

［

１０
］
引理 ３

．
３ 相同的方式， 可以证明 （３ ．

６
） ． 现在我们证明

（

３
．
７

）
． 首先 ， 因为

▽ｗ＝
＾ｊ

—

（
ｖ

ｔ＋ａｖ＋ｖ
？

Ｖｖ
） ， （

３ －８
）

我们有

｜ ｜

Ｖｕ
｜ ｜

２

＾Ｃ （ ｜ ｜

ｖ ｔ
｜ ｜

２

＋ ｜ ｜

ｖ
｜ ｜

２

）
＋Ｃ

（ ｜ ｜

ｖ
｜ ｜ ｉ？ ｜ ｜

Ｖｖ
｜ ｜

２

）

＾ Ｃ （
｜ ｜

ｖ
ｔ

｜ ｜

２

＋ ｜

｜

ｖ
｜

｜

２

）
＋ Ｃ￡ ；

［

ｖ
］

２

（ ｉ）
．

另
一方面 ，

Ｖ － ｖ ＝ ， （
ｕ

ｔ＋ｖ
－ Ｖｕ ） ，

＾＋
Ｖｕ

（
３ ． ９

）

因此 ，

｜

｜

Ｖ ． ｖ
｜ ｜

２

《 Ｃ ｄｈ＾
＋

 ＩＭＵＶｔｉ
ｌｌ

２

）
＜ Ｃ７（

｜

｜

ｕ
ｔ ｜ ｜

２

＋￡；
［
ｖ

］ＷｘＭ （
ｔ
） ）

．

由引理 ３ ． １
， 可得

Ｈ
ｖ

Ｉ ｌＮ Ｃ
ｄＨｒ

＋
ｌ

ｌ

Ｖ － ｖｆ
＋ ＩＭ Ｉ

２

）

＜＜７ （Ｍ 丨

２

＋
ＩＭ Ｉ

＋
 Ｉ

Ｍ Ｉ
＋

雨神）
＋

剛⑴ ） ）
．

接下来 ， 我们取 （
３ ．８

） 和 （
３ ．９

） 的导数 ， 类似地 ， 有

｜ ｜

Ｖｗ
ｔ

｜ ｜

２

＾Ｃ （ ｜

｜

ｖｔ
｜

｜＋｜ ｜

ｖ
ｔ ｔ ｜

｜

２

＋ＶＦ
（
ｔ ） （ｘ

［

ｗ
］
（
ｔ
）＋ ｖ

？

Ｖｕ ） ） ，

Ｉ

Ｉ

Ｖ

？

ｖｔ
｜ ｜

２

＜Ｃ （ ｜ ｜

Ｕ ｔ ｔ
｜ ｜ ＋ＷｍＸ

＼

ｕ
］
（
ｔ
）
＋＾

［
ｖ

］ ＾ ） ） ） ，

以及

｜

｜

Ｖｕ
ｔ ｔ

｜ ｜

２

＾Ｃ （ ｜ ｜

ｖ
ｔ ｔ

｜ ｜
＋

 ｜ ｜

ｖ
ｔ ｔ ｔ

｜ ｜

２

＋Ｗ
（

ｉ
） （ｘＭ （ｔ ）＋Ｅ

［

ｖ
］
（ｔ ） ） ） ，

｜

｜

Ｖ 
？ｖ

ｔｔ
｜

｜

２

＾Ｃ （ ｜ ｜

ｕ
ｔ ｆ ｔ

｜ ｜
＋Ｈ／

（〇 （ｘＭＷ＋￡
［

ｖ
］
（
ｉ
） ） ）

．

现在 ， 使用这些估计 ， 并取 （
３ ． ８

） 和 （
３

． ９） 的空间导数 ， 可得相同的结果对直到 Ｖｕ 和 ▽
－ ｖ

的二阶导数成立 ． 最后 ， 对于 ｍ＝１
，

２
，

３ 分别使用引理 ３ ． １
， 并收集这些估计 ， 可以证明

（
３ －７

）
．
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接下来， 我们将处理 五⑷ 和 Ｖ⑴ 的估计．

引理 ３ ．３ 存在常数 Ｃ ＞ ０
， 使得

Ｉ ｄ

２ ｄｉ

Ｅ
（
ｔ
）＋

Ｊ２
ｌ ｌ＾ｖ ｌ ｌ

２

＾ＣＷ （
ｔ
） Ｈｘ ［

ｎ
］
（
ｔ
）＋Ｅ

［

ｖ
］
（
ｔ

） ）
．

１

＝ ０

证 〇 阶估计 ｕｐ ．ｌ
ｈ
＋ｖ

．

ｐ ． ｌ
ｈ 并且得到

Ｉ ｄ

２ ｄ ｔ

（
ｕ
２

＋  ｜

ｖ
｜

２

）
＋ ａ

｜

ｖ
｜

２

—

ａＶ
＊

 （
ｕｖ

）

７
．

—

１

Ｖ＊

 （
ｕ
２
ｖ

）
Ｈ
—

ｕｗ 
■

Ｖｕ
—

ｕｖ
＊

Ｖｕ
—

（
ｖ

？

Ｖｖ
）

？

ｖ ．

２

在 ｎ 上积分 （
３ ． １ １

） ， 得到

２＋
Ｈ
ｖ

ｌ ｌ ｉ２ ）＋ａ
ｌ

ｌ

ｖ
ｌ

ｉ ｉ２
￣
￣

ｆＱ
｛

￣ ＾̄

２

使用 Ｈ６Ｉｄｅｒ 不等式，
Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理和 Ｙｏｕｎｇ 不等式， 得到

Ｉ ｄ

ｕｖ
？

Ｖｕ＋ｕｖ
■

Ｖｕ ＋ （
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２ ｄ ｔ

（Ｎ ｌｉ ２＋ ｌ ｜

ｖ
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ｖ
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ｖ
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ｖ
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｜

Ｌ ２
）

＾ｃｗ ｛
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ｉ
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ｔ
）
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［

ｖ
］ （

ｔ
） ）

．

一阶估计 对
（

２ ． １
）
关于 ＊ 求导 ，

两边同乘以 叫 ，

Ｖ
ｔ ， 则有

去基
（
ｗ

？
＋ ｜

ｖ
ｔ ｜

２

）＋ａ
｜
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（
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．
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）

．

在 Ｑ 上积分 （

３
．
１ ２

） ， 利用边界条件 ， 得到
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２

＋
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］
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二阶估计 类似于上面的证明 ， 有
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． １ ０）

（

３ ． １ １
）

ｖ

｜

ｄｘ ．

（

３ ．１ ２
）

＼

Ｕｔ ｔ ｔ

Ｖ ｔ

）

ｕｍ
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３

＾

ｖ
ｔ ｔ

？

Ｖｖ
ｔ＋

？

ｖｍ
￣

Ｖ

■

（ ＾
｜

ｗ
ｔ ｔｔ ｜

２
ｖ＋

＾
｜

ｖ ｔ ｔ ｔ
｜

２
ｖ＋ＣＴＵｔ？ｖｍ

＾

．

（ ｜ ｜

ｕｍ ｜ ｜

２

＋
 ｜ ｜

ｖ
ｔｔ ｔ ｜ ｜

２

）＋ａ
｜ ｜

ｖ
ｔ ｔｔ ｜ ｜

２

在 ｎ 上积分， 有

Ｉ ｄ

２ ｄｔ

＜ＣＷ （
ｆ

）

＊
（ ｘＭ （

ｔ
）
＋五

［

Ｖ
］
⑷ ）

＋３

乂
（

ｖｔ ｔ
＿

Ｖｗｔ＋ ？

Ｖｔ

）

ｕｍｄ
；ｒ

＋３

，
〔

ｖ
ｔｔ

＿

Ｖｖ
＊ ＋

．

２

－ｕ
ｔ ｔＶｕｔ

）

？

ｖ
ｔｔｔ

ｄｘ

使用 Ｈ６ １ｄｅｒ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式 ， 有

Ｉｎ（
ＶＭ Ｖ ｕ ＊＋

７
－

－

ｗｔｔＶ
－

ｖ ｔ
）

ｕ ｔ ｆ ｔ
ｄｘ

＜ ＜７灰
（尔 （咖价 ）

＋￡
［啦 ） ）

．

类似地 ， 有

ｖ？
？

Ｖｖ＊＋
７
－

１

２

ｕｕＶｕｔ

）

？

ｖ
ｔ ｔ ｔ ｄｘ ｌ＜ＣＶ＾

（ｔ ）
５

（ｘ
［

ｕ
］ （

ｔ
） 
＋ ￡

［
ｖ

］ （
ｆ
） ）

．

联系这些估计 ， 我们就证明 了引理 ．

速度耗散出现在引理 ３ ． ３ 中 ． 接下来我们将探讨密度的耗散 ．

引理 ３ ．４ 存在常数 ｃ〇 ，
Ｃ ＞ ０

，
使得

ｄ

ｄｔ

１

ｔ＝ ｉ ｉ＝ ｉ

３

＜ ＣＷ （
？
）

５
（ｘ

［

ｕ
］
（
ｉ
）
＋Ｅ

［

ｖ
］
Ｗ ）

＋ｃ〇＾ ｜

｜ ＾ｖ ｜ ｜

２
．

： （

－

Ｅ
，

次
＿

１

ｕＳ
！
ｕｄｘ

）

＋
Ｅ

丨 丨咖 ｜ ｜

２

／＝〇

证 计算 认 （

２ ． １
） １ ， 有


／

ｙ

一

１一

１

ｕｔ ｔ ＋
？

ｖｔ

－

ｈｖ
ｔ

？

Ｖｕ＋ｖ ？

Ｖｕ
ｔＨ
—

ｕＶ
？ Ｖ

ｔＨ


ｕｔ
Ｖ

？

ｖ＝０ ．

对 （
３

．
１句 乘以 ｕ

， 得到

（
ｕｕ

ｔ ） ｔ
－＋Ｖ

？

＾
Ｗｕ＼ｔ＋

＾
—

ｕ
２

ｖ
ｔ

＾

—

（７

－

ｌ
）
ｗＶｕ

＊

ｖ ｔ

＿７ 

—

１
－

ａＶｕ
？ ｖ

ｔＨ
－

ｕｖ ｔ

■

Ｖｕ＋ｕｗ
？

ＶｕｔＨ
— ｕｕ

ｔＶ
？

ｖ
＝

０ ．

在 ｎ 上积分上面的方程， 可以得到
ｄ

＾ ｔ ｊｎ

ｍｔ ｔｄａ； ＋
｜ ｜

ｕｔ
｜ ｜

２

＜ＣＷ⑴ ＊
（ｘＮ⑷

＋五
［

ｖ
］
⑷ ）

＋ Ｃ
（ ｜ ｜

Ｖｕ
｜ ｜

２

＋
 ｜ ｜

ｖ
ｔ ＂

２

）

．

因为

Ｖｕ：

（
ｖ ｔ＋Ｖ＋

ｖ
？

Ｖｖ
） ，

（
３ ． １ ３

）

（

３ － １ ４
）
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我们有

｜ ｜

ＶＵ
｜ ｜

２

＜Ｃ （
｜

｜

ｖ
｜ ｜

２

＋ ｜

｜

ｖ
ｔ

２

｜ ｜

）
＋Ｃ

ＩＭ ｌｉ＾
ｌ

Ｖｖ
Ｉ

ｌ

２

＜Ｃ （
｜ ｜

ｖ
｜ ｜

２

＋
 ｜ ｜

ｖｔ
｜

｜

２

）
＋

因此

ｄｔ ／ｆｉ
（
ｕｕｔ ）

ｄｘ＋ ｜ ｜

Ｕｔ
｜ ｜

２

＜＾ （
ｔ
）

ｉ
 （ｘＭ

Ｗ＋＾
［

ｖ
］ Ｗ ）＋Ｃ

（ ｜

｜

ｖ
｜

｜

２

＋ ｜ ｜

ｖｔ
｜ ｜

２

）
．

计算 知 （
２ ．１

） ｉ ，
并且乘以 我们有

Ｕ
ｔ
Ｕ

ｔ ｔｔ＋Ｕ ｔ

－ ｕ ｜
Ｖ

？

ｖ

ｔ ｔ

＋ｕ
ｔ （
ｖ ＊

Ｖｕ
） ｔｔ

：

（
ｗ

ｔ
ｕ？ ） ｔ

－ ＊Ｕ
ｆｔ
＋ａｗｔ

Ｖ
？ 

－

Ｖ
ｔ ｔ＋２

－ Ｕ
ｔ＾ ｔ

Ｖ
．

ｖ ＋ （７

－

１
）ＷＶ

？ｖ
ｔ＋＾

ｕｕ Ｉ^ 
？

ｖ
ｔ ｔ

＋ ｗ ｔ
ｖ

ｔｔ
■

Ｖｕ＋２ｖｔ
ｕ＊

？

Ｖｕｔ４
－

ｗ
ｔ
ｖ

？

Ｖｕ＜ｔ

７
－

／
？

ｙ


（
ｗ ｔＵ ｔｔ ）ｔ

－

Ｕ
％
＋ ａＶ

？

（
ｕｔｖ？ ）

－

ａＶｕ ＜
？

ｖｔ ｔ＋＾
ｕ ｔｕｔ ｔＶ 

＊

ｖ＋
 （７

－

ｌ
）
ｕ
＾
Ｖ

■

ｖｔ

—

Ｘ

Ｈ
——— ？

ｖｔ ｔ＋ｗｔｖｔ ｔ
？

Ｖｕ＋２ｖ ｔｗｔ
？

Ｖｗｔ＋ｕｔｖ
？＝

〇 ？

让我们回忆
一

下边界条件 ， 并对上述方程在 ｎ 上积分 ， 有

再
一

次使用关系式

ｕ
ｔ
ｕ

ｔｔ
ｄｘ ＋

｜

｜

ｕ
ｔ ｔ ｜ ｜

２

＜ＣＴ￥
（
ｔ ）

３
（ｘ

［

ｕ
］
（
ｔ
）＋￡；

［

ｖ
］
（
ｆ
） ）＋（７ （ ｜＾？

４
｜ ｜

２

＋｜ ｜

ｖ
ｔｔ ｜

｜

２

） ．

（
ｖ

ｔ＋ ｖ ＋ｖ
－ Ｖｖ） ，

Ｖｕ ■

ａ ＋
：ｌ
＾

ｌｕ

我们有

｜ ｜

ＶＵｔ
｜ ｜ｉ２＜ＣＷ

（
ｔ
）

ｉ
（ ｘ

［

ｕ
］
（
ｔ
）
＋＋Ｃ

（
｜ ｜

ｖ？
｜ ｜

２

＋
 ｜ ｜

ｖｔ
｜ ｜

２

＋ ｜ ｜

ｖ
｜

｜

２

）
．

重复上面的过程 ， 也可以得到

（
ｕ

ｔ ｔ
ｕ ｔｔ ｔ

）

ｄｘ ＋
＼ ＼

ｕｍｆ

＾Ｃ （
Ｗ

（
＜
）

＾
（ｘＭ （

ｔ
）
＋Ｅ

［
ｖ

｝ （

ｔ
） ） ）

＋Ｃ
（ ｜ ｜

ｖｍ
｜ ｜

２

＋ ｜ ｜

ｖ？
｜

｜

２

＋
｜ ｜

ｖ
ｔ

｜

｜

２

＋
 ｜ ｜

ｖ
｜ ｜

２

）
．

结合上面的的估计
，
可以获得引理 ．

接下来的引理可以被证明通过使用文 ［

１０
］
中引理 ３ ．７类似的证明

，
只需要注意在我们

的引理中 Ｗ⑷ 被 Ｅ
［

ｖ
］⑷ 所替代 ．

弓 丨理 ３ ．５ 对于 Ｆ⑴ ， 存在
一

个常数 （
７＞０

， 使得

＾
Ｆ

（
ｔ
）
＋２ｏＦ （ ｉ ）＜ Ｃ￡

［

ｖ
］

＝
 ．（

３ ．
１ ５

）

现在 ， 我们给出全局存在性的定理 ．

定理 ３ ． １ 给定初始条件满足相容性条件， 即 次
Ｕ

（
０

）

＿

ｎ
｜

ａ ｆ２
＝０

，

０＜
Ｚ 彡 ２

， 则存在
一

个常数 ＜
５

， 使得如果 Ｕ〇
ｅＦ３

（
ｆｉ

） 以及 灰 （
０

）
＜
＆则初边值问

题 （
２ ． １

） 以及 （
２ ．２

） 存在
一

个

唯
一

的全局解Ｕ
＝

（
ｕ

，

ｖ
）£ Ｘ３ （

［

０
， 
〇〇

） ，
ｆｉ）

ｎｘ
 ［

０
，
〇〇

） ）
＿
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证 （＾ ＞ ＜
（
３ ． １ ０

）＋ （
３ ． １３

）＋ （
３ ．１ ５

） ， 可得
３３ ３

１
（Ｃｔ

Ｅ
ｉ
ｔ）ｄ＾ｕｄ

ｌ

ｕｄｘ＋Ｖ ｛ ｔ）
＼＋（

２ＣＸ
－

ｃ
〇）

Ｙｌ＋
Ｅ＋２ａＶ＾）

１＝ １１
＝０１＝ １

＜ ｃｗ
⑷⑷ ＋ ｅ

［

ｖ
］
⑴ ）

．

令

Ｅ＾ ｔ ）
＝

Ｃｘ
Ｅ

｛
ｔ
）

－

Ｊ
ｌ
ｆ

ｄ
ｉ

＾
ｕｄ

ｉ
ｕｄｘ

，

则

去间⑷
＋ 叩 ） ］

＋Ｃ
（

云⑴ ＋Ｆ⑷ ） ＜…⑷七卜 ］
⑷ ＋ 別ｖ

］
⑷ ）

．

利用 （
３ ．７

） ， 有

Ｘ
［

Ｕ
］
⑷ ＋ 五

［

ｖ
］
⑴ 彡 Ｑ （

云⑷ ＋Ｖ⑷ ） ，

因此

＾ ［
及⑷

＋Ｖ⑷ ］

＋Ｃ７（ＸＨ⑴＋￡
［

ｖ
］⑷ ）

＜⑷ 

＊
（咖 ］⑴

＋ Ｅ
［

ｖ
］
⑷ ）

．

如果 Ｗ （ｔ ） 是充分小的 ， 则有

去 ［
取⑷ ＋Ｖ⑷

］
＋Ｃ７ （ＸＨ⑷ ＋Ｅ

［

ｖ
］
⑷ ） 〇 ．

现在我们取 Ｇ 足够大 ， 则容易得到存在两个常数 Ｃｌ ，
ｃ ２＞０

， 使得

Ｃ ｌ
￡Ｕ〇＜ 五⑴ ＜〇２五１⑷ ．

利用 （

３
．
６

） ， 对 （
３

．
１ ８

） 在 ０ 上积分 ， 得到

灰⑷
＋Ｃ

／（ｘＮ⑷
＋五

［

ｖ
］
⑷ ）

ｄｓ＜ 
Ｗ

（
０

）
．

Ｊｏ

利用这个估计和引理 ２ ．３
， 可以证明定理 ．

（
３ ． １ ６

）

（

３
－
１ ７

）

（
３

．
１ ８

）

４ 方程组 （
２ ． １

）
的解在半空间的衰减估计

在这部分中 ， 将获得方程组 （
２ ． １

） 在半空间 ， 即 ｎ＝ｉ？
３

＋ 的衰减估计 ． 为此 ， 我们引入

文
［

１６
］
中的

一

些定义 ？ 定义 ？
（〇３ ）Ｗ

＝
（６Ａ ） ） 为？ ｒｃ

３ ） 在 ａ：

＇

＝ £ Ｒ
２

上的

傅里叶变换， 定义 ， ＆ ） ） 和 呢
＇

， ＆ ） （

＝
＆ （ £

＇

， ＆ ） ） 为函数在 抑 上的傅

里叶余弦和正弦变换 ， 则

＾
（＾ ．

＾３ ）

＝

ｆｖ （
ｘ

＇

，
ｘ
３ ）
ｅ

￣

ｌｉ

＇

＇

ｘ
＇

ｄｘ
，

ＪＲ３

ｃ^
ｖ

（＾ ， ＾３ ）
＝

Ｖｃ （＾

＇

， ＾ ）
＝

ｆ［ｖ （
ｘ

＇

，
ｘ
３ ）

ｅ

￣

ｌｉ

，

ｘ
＇

ｃｏｓ
（＾ｘ

３ ）
ｄｘ

＇

ｄｘ
３ ，

Ｊ ｏ

ｓ^
ｖ

｛＾ ， ＾３ ）
＝

＾ （＾ ， ６ ）
＝

／［
ｖ

（
ｘ

＇

，

Ｘ
３ ）

ｅ

￣

＾
＇

ｘ
＇

ｓｉｎ＾ｘｓ ｊｄｘ＾ｘａ ．

Ｊ ｏＪｕ
２
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定义 ：ＦＵ如下 ， 其中Ｕ
＝ Ｕ

（
ａ；

＇

，
ａ：
３）
＝

（
以？ ３；

３） ，？怎
３） ，？怎

３ ） ，

１；３？ ； １：
３ ） ） ，

＾ｕ
（＾ ， ｅ３ ）

＝

＾１ （＾ ， ６
）

利用傅里叶变换的性质 ， 有

ＩＭＧ
＝

（
２冗

３

）

一 １

｜ ｜叫 丨 ！
＝

（

２开
３

）

－ １

丨问 丨 丨 ｜ ，
ｔ；ＧＬ

２

（
Ｍ

３

＋ ） ，

＼ ＼

ｄｘ ＞ ｖ
＼ ＼ ｌ
＝

（
２７Ｔ

３

）

＿ １

｜ ｜

（＾ ｔ
；
） ｆｅ ｜

｜ ｌ
＝

（
２ ７ｒ

３

）

＿ １

｜ ｜＾ｆｃ
｜ ｜ ｜ ，ｋ

＝
ｃ

，
ｓ

，

＼ ＼

ｄ
Ｘ３

ｖ
＼ ＼ ｌ
＝

（
２ｖｒ

３

）

－

１

｜ ｜ （^ Ｔ）Ｊ ｜ ｉ
＝

 （
２７ｒ

３

）

－

１

｜

｜

ｃ^ ｜

｜ ｌｖ £ Ｈ＼Ｒ
３

＋ ） ，

＼ ＼

ｄＸ３
ｖ

＼ ＼ ｌ
＝

（
２７ｒ

３

）

－ １

｜ ｜ （＾ｒ
） ｃ ｜

｜ ｌ
＝

（

２７ｒ

３

）

－ １

｜ ｜

６＾
｜ ｜ ｌ ，

Ｖ£ Ｈ
＾ （
Ｍ

Ｓ

＋）
．

同时 ， 也有

ｉ

？
ｃ ｜

ｏｏ＜｜ ｜

ｖ
｜ ｜
ｌ，

ｉ
， ｜

ｖ
ｓ ｜＾ ｜ ｜

ｕ
｜ ｜
Ｌ ｌ

，

以及

ｃ^ ｛
ｄＸ３
ｗ

｛＾ ） ）
＝

６ｗ ｓ （６ ）

－

ｗ
（
０

） ，？７
ｒ
ｓ （５Ｘ３

ｕｒ

（
ｘ
３ ） ）

＝－

（３ｗｃ （（３ ） ，

ｗ£ Ｆ
１

（
Ｍ
＋ ）

．

接下来 ， 为了得到衰减估计， 首先考虑接下面的线性系统

｛

ｄ
ｔ
ｕ＋Ｖ

■

ｖ ＝０
，

ｄｔｖ Ｈ
－

ＶｕＨ
－

ａｖ
＝０

，

ｖ 
？

ｎ
＼

ａｎ
＝ ０

．

应用 ７ 到 （
４． ７

） ， 使用 （
４

．
６

） 以及边界条件 ， 有

ｄ
ｔ
ＴＵ ｛＾＼６ ， 

＜
）
＝ Ａ

（＾ ，
＾ ）ＴＵ （＾ ，６ ，

这里

ｆ０ －

ｉ＾ｉ
—

ｉ＾２ 《３
、

－

ｉ６
—ａ ０ ０

－

ｉ《２ ０ —

ａ ０

＼

－

＾３ ０ ０ ￣ａ
）

４
（？３）

Ａ （ｆ ， ６ ） 的特征值是 ：

－ａ
，

－ ａ
，

— 入
２ｆＡ ） ， 这里

－入 １ （Ｃ

’

， （３ ）
＝

备
（
。 ＋厶

） ，

－入２ （£

’

， 《３ ）
＝

｜
（
ａ
－

△
） ，

Ａ＝

＾
／ａ

２－
４

｜＾ ｜

２－ ４＾ ；

令

Ａ
（〇

＝

（
０

￣

ｉ＾２
－

《３
、

－

ｉ６
— ａ ０ ０

—

ｉ＾２
０ — ａ ０

０ ０ ＿ ａ
）

（
４ ． １

）

（
４ －２

）

（

４ ．３
）

（
４ ．４

）

（
４ －５

）

（
４ －６

）

（
４ ．７

）
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一

般无界区域中带有阻尼的三维可压缩欧拉方程 ４３７４ 期

以及

Ｂ
（〇

’—ａ ０ ０ ０ 、

０ —ａ ０ ０

０ ０ — Ａ
ｉ

ｚ

＼
〇 ０ ０ — 入

２
ｙ

—

ａ
，

ａ
２－ ４

丨

引
２
＜ 〇

，

—

２Ａ ｉ ，

ａ
２
－

叱 丨

２

＞０ ．

这里

从文
［

７
］
中的第 ８０７ 页可知 ， 存在

一

个酉阵 及⑷ ， 使得 承〇云⑷ ＝ 云⑷Ｂ⑷． 现在取

云
 １ １ （０云

１２ （〇云１ ３ （０Ｒ ｌ４ （〇

Ｒ２ ｌ （Ｃ ）
只２２

⑷ －^ ２３ （＾ ）
丑２４ （〇

Ｒｚ ｉ （０及
３２ ⑷％ （０％ （０

ｉｉ？４ １ （〇
－出

４ ２ （〇
＿识

４３ （《）

－出
４４ （〇 ／

则容易得到 义
（＾ ， £ ３ ）

丑
（＾ ， ？３ ）

＝ 宄＾ ， 《３ ）

５
（＾ ， ＾ ）

． 然而

Ｔ
（ｔ ）

（
ｅＴ

ａｔ

０ ０ ０

０ ｅ

￣

ａｔ

０ ０

０
ｎ

ｅ
－

ａ ＊ ｅ
－ Ａ

ｉ
ｃ
＿ ｅ

－ 入
 ２

＊

入
２
—

入
１

〈
〇 ０ ０ ｅ

￣

Ｘ ２ ｔ

满足 ｒ （＾ ， ６ ， ０
＝ 丑⑷尹⑷ 以及 ？

（（

＇

，＆ 〇
）
＝ １

， 所以 浐⑷ ＝ ？ 因此

Ｓ（
ｔ
）
＝ｅ

ｔＡ ＾
＇

＾
＝Ｒ

（＾＾３ ）

ｅ
ｔＢ＾ ＇＾Ｒ

＊

（ｅ ， ＾ ）
＝ Ｒ

（ｅ＾３）
Ｔ

（ｅ＾３ ，
ｔ ）
Ｒ

＊

（ｅ＾３ ）
．

弓 丨
理 ４． １ 给定 Ｕ

〇
ｅＬＨＲ｝ ）

ｎＬ
２

（

Ｒ
＾
＿

） ， 我们有估计

｜ ｜

５
（
＜
）

Ｕ
〇

｜ ｜＜Ｃ （ （
ｌ＋ １

）

－

＾
 Ｉ Ｉ

Ｕ
ｏ

ｌＵ ．＋ｅ
－＾

｜ ｜

Ｕ〇
｜ ｜ ）

．

如果更进一步假设 Ｕ
。
ｅｎ／＾

（岭 ） ， 则

｜

｜

Ｖ
ｆｅ
Ｓ

（
ｔ
）
Ｕ〇

｜ ｜＜Ｃ（ （
ｌ＋ｔ ）

－

ｆ
｜ ｜

Ｕ〇 ｜ ｜ｗ
ｆｃ

， ｘ＋ｅ
－＾

｜ ｜

Ｕ〇
｜ ｜＾ ） ，ｋ ＝ ｌ

，

２
，

这里常数 Ｃ 以及
／
９＞０ 仅仅依赖于 ａ ．

证 容易得到存在仅依赖于 ａ 的常数 Ｃ ＞ ０ 以及 ０ ＞ 〇
， 使得

、， 丨

＇

ｆ
（
ｉ
）＜Ｃ ＜

１ ＾ １＜
＼／３ａ
￣

Ｔ
̄

１

＾
１＞

＼／３ａ

丁

利用 （
４ ． １０

） 以及 （
４ ．１

） 和 （

４ ．５
） ， 有

｜ ｜

Ｕ
｜ ｜

２

＜丨 丨邓）
Ｕ〇

｜ ｜

２
＝

（
２ ｔｔ

３

）

＿

１

｜ ｜

爱⑴ ；ＨＪ０
｜ ｜

２

４ Ｃｆｅ

－ ２ ｔ
＇ ？ ｌ

２

｜

ＪＴＪ〇
｜

２
ｄ
＾＋ Ｃ

ｆｅ

－ ２
０

ｔ

＼

ｎｊ
〇

＼

２

ｄ^

々 丨 

＜令＾
｜ ？ ｜

＞ ^

＾Ｃ
｜

ＪＴＪ
〇

｜

＾／ ｜

ｅ

＿ ２邮
２

｜

ｄｅ＋ Ｃｅ

＿ ２別
／ｐＴＪ ０ ｜

２

ｄｅ

（
４ ．８

）

（
４ ．９

）

（
４－ １０

）
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＾Ｃ （
１＋ｔ ）

－

ｔ

ＨＵｏ

ｌ ｌｌ ．＋Ｃｅ

－ ２＾
｜ ｜

Ｕ〇 ｜ ｜

２

，（
４ ． １１

）

这给出 了 （
４． ８

） 的证明 ？ 接下来证明 （
４

．９
）

． 为此 ，
首先估计 汍Ｕ 的 Ｉ

２
－范数 ． 取 Ｒ〇ｒ ）

＝

（如，
０ｔ
ｖ

）

Ｔ
｜

ｔ
＝
ｏ
＝

 （

―▽
＿ｖ

〇 ， 

－▽？
〇
－

ａｖ
０） ，
并且考虑系统 汰 （

４． ７
） ， 使用 （

４ ＿ １ １
） 相同的论证 ，

可以得到

ｌ ｉ

ａ４ｕ
｜ ｜
＝

 １ １

５
（＾ １ １

＾ｃ （ （
ｉ ＋ ｔ

）

－

ｔ
｜ ｜

ｕ
１ ｜Ｈ １

＋ ６

－ ＾
｜ ｜
＾

｜ ｜ ）

＾（？ （ （
１＋＜

）
４

 ｜ ｜

Ｕ
〇 ｜ ｜ｗ ｉ

，
ｉ＋ｅ

＇＾
Ｈ
Ｕｏ

ｌ ｌ ／ｆ
ｉ
） ．

接下来，
因为 ▽

．

Ｖ 
＝ －

汰ｗ 以及 Ｖ ｗ＝ －

汰Ｖ 
－

ａｖ
， 有

｜

｜

Ｖ
？

ｖ
｜ ｜＾ ｜ ｜

ａｉ Ｕ
｜ ｜ ＜Ｃ （ （

ｌ＋ｔ
）

－

ｉ
 Ｉ Ｉ

Ｕ
ｏ

ｌ ｌ ＾ ｘ
，

，＋ｅ

－

＾
｜ ｜

Ｕ〇
｜ ｜ Ｈ

１
） ，

以及

｜ ｜

Ｖｕ
｜ ｜＾｜ ｜

９
ｔ
ｖ

｜ ｜
＋

 ｜ ｜

ｏｖ
｜ ｜＾Ｃ （ （

ｌ＋ｔ ）

￣

＊

 ｜ ｜

Ｕ
〇 ｜ ｜ ｖ＾

ｉ
，

ｉ＋ ｅ

＿

／３ｔ

｜ ｜

Ｕ
〇

｜
｜Ｈ〇 －

另
一方面 ， 考虑方程 （

４
．
７

） ２ 的旋度方程

ｄｔ〇Ｊ＋〇〇；
＝ ０

，

这表明
ＩＭ ｜

彡 ｅ

＿

１ 〇；
０

｜ ｜

以及 ．Ｉ
＜ｅ

－

ｌｗｏｌ ． 所有的这些估计以及引理 ３ ． １ 表明

｜ ｜

ＶＳ （ｔ ）Ｕ 〇 ｜
｜
＜ ｜ ｜

Ｖ
？ ｖ

｜ ｜
＋｜ ｜

Ｖｘ ｖ
｜ ｜＋｜ ｜

ｖ
｜ ｜ 
＋

｜ ｜

Ｖ ？
｜

｜＾Ｃ （ （
ｌ＋ ｔ ）

－

ｉ
 Ｉ Ｉ

Ｕ ｏ
ｌ ｌ ＾

ｘ
，
！＋ ｅ

－＾
｜ ｜

Ｕ
〇 ｜ ｜Ｈ〇 ．

现在 ， 我们考虑系统 汰 （

４
． ７

） 具有初值 Ｕ
ｉ

，
类似于上面的论证表明

｜ ｜

▽汰
（
５⑴Ｕ〇 ） ｜ ｜＜Ｃ（ （

ｌ＋＾ １

１＾ １ １ ；＾＋ ６

－＾
１ １

１＾ １＾ ） ．

因为 ▽ （
▽

？

ｖ
）
＝－Ｖ（ａｔ

Ｕ
） ，
以及 ▽（▽？ ）

＝－▽ （决Ｖ＋ａｖ） ， 使用引理３ ．１
， 得到

ｌ ｌ

ｖ＾Ｕ
ｏＫ ｃａｉ＋

ｏ
－

ｆ
ｉ ｉ

Ｕ
ｉ ｉｋ ｘ

． ｉ＋ ６

－＾
１ １

＾
１ １

＾ ）

＜＜
７

（ （
１＋ｆ

）

畫
｜ ｜

Ｕ〇 ｜ ｜ ；ｙ
２

，

ｉ＋ｅ

＿所
｜ ｜

１１〇
｜ ｜

炉 ） ．

这样就完成了 引理的证明 ．

注 ４ ． １ 注意到 ， 如果对初始值施加一些相容性条件 ， 那么可以得到更好的衰减率 ． 事

实上，
如果假设 ｖ０

？

ｎ
｜ ａｎ

＝０
，
那么从引理的证明中可以发现 ，

｜ ｜

ＶＳ⑷Ｕ〇
｜ ｜

以 （
１＋的

速率衰减 ． 然而 ， 这个估计并不能帮助我们估计非线性系统的解 ， 因为我们不知道非线性

项 Ｇ
（
Ｕ

，
ＶＵ ） 是否也满足相容性条件 ， 或者说不能用 Ｄｕｈａｍｅ ｌ 原理得到非线性解的衰减 ．

注 ４ ．２ 由于我们没有直接估计 丨

丨

ＶＳ⑷Ｕ〇 ｜ ｜ 的衰减 ， 因此
Ｉ Ｉ

ＶＳ⑷Ｕ〇
｜ ｜

的衰减似乎

不是最佳的 ． 首先估计 ｌ ｉ

ａｗ⑷Ｕ０ ｜ ｜ ， 然后通过系统的结构和
｜ ｜

汸５⑷Ｕ〇
丨 丨

的估计 ， 得到 了

｜

｜

ＶＳ⑷Ｕ 〇
｜ ｜

的估计 ． 同时 ， 我们发现 ａ
ｔ
Ｖ和 ｖ 是同阶的 ， 因此得出 了 丨 丨

５⑷Ｕ〇 丨 丨 和 丨

丨

汰Ｓ⑴Ｕ〇
｜ ｜

的衰减率是相 同的 ．

令

Ｌ〇 ｛
ｔ
）
＝ｓｕｐ（

ｌ＋ｓ ）

＾
｜ ｜

Ｕ
（

－

，

ｓ
） ｜ ｜ ，

Ｌ
ｉ ｛

ｔ
）

＝ｓｕｐ（
ｌ＋ｓ

）

ｓ
｜

｜

ＶＵ
（

－

，
ｓ

） ｜ ｜

，

ｅ
（ｔ ）

＝ｓｕ
ｐ ｜

｜

Ｕ （

－

，
ｓ

） ｜｜ Ｈ
３

，

０？ ｔ

则有接下来的引理 ，
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引理４ ．２假设 丨 ｜

Ｕ
〇 ｜ ｜Ｌ １＋

 ｜

｜

Ｕ〇
｜

｜

Ｈ３＜ ＜５
， 则

１
〇 （

亡
） ＜＋

ｅ ５
⑴ ⑷

＋Ｚ／

〇⑷ ｅ⑷ ）
＿ （

４ ＿ １２
）

如果更进一步 ， 假设 丨 ｌ

Ｕｏ ｌｋ＾＋ ｜ ｜

Ｕ〇
｜

｜ ｈ３＜则

Ｉ
ｉ

⑷＜＋ｅ ５
⑷ ⑷

＋Ｌ〇 （
ｔ
）
Ｌ
ｆ⑷ｅ 泛⑷

＋⑴

－

＼

－Ｌ
〇 （

ｔ
）
ｅ

（
ｔ
）
＋｛

ｔ
）
Ｌ
ｌ （

ｔ
）
ｅ

（
ｔ
）＋｛

ｔ
）

Ｌ
｛

（
ｔ
） ）

．（
４ ．１ ３

）

证 使用 Ｄｕｈａｍｅｌ 原理，

Ｕ
（
ｘ

，
ｔ
）

＝ ５＾）Ｕ０ （
ｏ〇 ＋／ＳＧ

—

ｓ
）Ｇ （
Ｕ

，

ＶＵ） （
ａ；

，

５
）ｄｓ

，

Ｊｏ

这里 Ｇ
（
Ｕ

，
ＶＵ

）
＝

（

－

ｖ
＿

Ｖｗ
－  ＊ｕＶ

＿ｖ
，

－ｖ？Ｖｖ
－

ｗＶｗ
）

Ｔ 表示 （
２ ． １

） 的非线性项． 通过使用

Ｇａｇｌ ｉａｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式， 有

｜ ｜

Ｇ （
Ｕ

，
ＶＵ

） （
．

，

ｓ
）

｜

｜ ｌ
１ ＜

｜ ｜

Ｕ
（

．

，
Ｓ

） ｜ ｜ ｜ ｜

ＶＵ
（

．

，
５

） ｜ ｜

＜ ｜ ｜

ＵＭ ） ｜ ｜ ｜ ｜

Ｕ
（

，

，

Ｓ
） ｜ ｜

§
｜ ｜

Ｕ
（ 、 Ｓ

） ｜ ｜ ｉ３ ＜ ｅ ｉ
（
ｆ
）Ｌ｜ｗ （

ｌ＋ｓ
）

＿

（（
４

．
１４

）

｜ ｜

Ｇ （
Ｕ

， ＶＵ ） （
＿

，
ｓ

）
｜

Ｋ ｜

｜

Ｕ
（

－

，
Ｓ

） ｜ ｜ ｜

ＶＵ
（

＿

，
Ｓ

）Ｋ Ｌ０
（
ｆ
）
ｅ

（
ｆ
） （

ｌ＋ｄ（
４ ． １ ５

）

＾ ｜ ｜

Ｕ （

－

）

ｓ
） ｜ ｜ ｜ ｜

Ｖ
２
Ｕ （

．

１

ｓ
） ｜ ｜＋｜ ｜

ＶＵ （

－

，

Ｓ
）

｜

｜

２

＾
 ｜

｜

Ｕ
（

－

）

ｓ
） ｜ ｜ ｜ ｜

ＶＵ
（

－

ｌ

Ｓ
） ｜ ｜

５
｜

｜

Ｕ
（

－

，

５
） ｜ ｜ ｜３＋

｜ ｜

ＶＵ
（

－

，
Ｓ

）
｜ ｜

２

＜
［

〇 （％
金

⑷却） （
ｌ＋ｓ广 鲁

＋ Ｌ
？⑷ （

ｌ＋ ｓ ）

」
， （

４ ．１６
）

＾ ｜ ｜

Ｖ
２

Ｕ （

－

，

Ｓ
） ｜ ｜

｜

Ｕ （

－

，

Ｓ
） ｜＋ ｜ ｜

ＶＵ （

－

，

Ｓ
）

｜ ｜

Ｌ４

＜ ｜ ｜

ＶＵ
（

－

，

Ｓ
） ｜ ｜

５
｜ ｜

Ｕ
（

－

）

５
） ｜ ｜｜ ３

｜ ｜

Ｕ
（

．

）

Ｓ
） ｜ ｜

５
｜ ｜

Ｕ
（

－

，

Ｓ
） ｜ ｜ ｜３＋ ｌ

｜

ＶＵ
｜ ｜

Ｓ

｜ ｜

Ｕ
｜ ｜ ｜３

＜
ｌ
＼ （

ｔ
）

Ｌ
＾ （

ｔ
）
ｅ

（
ｔ
） （

ｌ＋ｓ
）

－

５
＋ｅ

＾
（
ｔ
）
Ｌ
＾ （

ｔ
） （

ｌ＋ｓ ）

￣

＾
．（

４ ． １ ７
）

使用 （
４． ８

） ， （
４ ． １４

） 以及 （
４ ． １ ５

） ， 有

｜ ｜

Ｕ
（

－

，
ｆ
） ｜ ｜＾Ｃ （

１＋ ｔ ）

￣

Ｕ＋ ｃ
Ｊ〇

（

１＋ｔ
－

ｓ
）

－

＾
｜ ｜

Ｇ
（

Ｕ
，
ＶＵ

） （

－

，
５

） ｜ ｜ ＾ （
１５

＋Ｃ）

｜ ｜

Ｇ
（Ｕ ， ＶＵ ） （

．

，

ｓ
） ｜ ｜

ｄｓ

Ｊ
〇

＾ Ｃ
｛
ｌ＋ｔ

）

￣

Ｕ＋Ｃｅ ｉ
（ ｔ ）Ｌ ＾

（ｔ ）

Ｊ

（
ｌ＋ｆ

－

ｓ）

￣

＾
（
ｌ＋ｓ

）

－

５ ｄｓ

ｆ
ｔ

＋ＣＬ
（
ｔ
）
ｅ

（
ｔ
）／ｅ

－

（
ｔ
＿

ｓ
）

（
ｌ＋ｓ

）

－

＾ｄｓ

Ｊｏ

＾Ｃ ｛
＼＋ ｔ ）

￣

Ｕ＋Ｃｅ ５
（
ｉ
）
Ｌ ｔ

（ｔ ） （
ｌ＋ｔ）

－

ｉ
＋ＣＬ （ｔ ）

ｅ
（ｔ ） （

ｌ＋ １
）

̄

这给出 了 （
４

．
２

） 的证明 ？ 接下来 ， 使用 （
４． ９

）
，

（
４ ． １４

）

－

 （
４ ． １ ７

） ， 可以得到

｜ ｜

ＶＵ
（

－

，
ｔ
） ｜ ｜
＜Ｃ （

ｌ＋ｔ
）

￣

＾Ｓ ＋ Ｃ（
１＋

ｔ
－

ｓ
）

－

ｔ
｜

｜

Ｇ （Ｕ ， 
ＶＵ ） （

－

，

ｓ
）

｜ ｜ｗ
ｉ

，

ｉ ｄｓ

＋（７
／
Ｖｈ ）

｜ ｜

Ｇ
（
Ｕ

，
ＶＵ

） （

．

，

ｓ
） ｜ ｜

一ｓ

Ｊ
ｏ

ｒ ｔ

＾ Ｃ （
ｌ ＋ ｔ ）

￣

Ｕ＋Ｃｅ
ｉ

（
ｔ

）
ＬＨｔ

）／（
ｌ＋ｔ

－

ｓ
）

＿

４
（
ｉ＋ｓ ）

－

Ｓ
ｄ ｓ



４４０ 数 学 年 刊 Ａ 辑 ４０ 卷

＋ＣＬ〇 （
ｔ
）
Ｌ

ｌ （
ｔ
）
ｅ ｉ

（
ｔ
）

ｊ^
｛
ｌ＋ｔ

－

ｓ
）

￣

？
（
ｌ＋ｓ）

￣

ｔ ｄｓ

＋ ＣＬ
＼ ｛

ｔ
）ｆ ｛

１ ＋ ｔ
－

ｓ
）

－

ｉ
｛
ｌ＋ｓ

）

￣

ｉ ｄｓ

＋ＣＬ〇 ｛
ｔ
）
ｅ

（
ｔ
）［

ｅ

－

｛
ｔ
－

ｓ
｝

（
ｌ＋ ｓ）

－

＾ｄｓ
＋ＣＬ

ｌ （
ｔ

）
Ｌ

ｌ ｛
ｔ
）
ｅ

｛
ｔ
）ｆ

ｅ

＿

（
ｔ
＿

ｓ
）

（
ｌ＋ｓ ）

￣

？
ｄｓ

ＪｏＪｏ

＋Ｃｅ
＊

｛
ｔ
）

Ｌ
＾ （ｔ ）［ｅ

＿

（
ｔ＿ ｓ

）

（
ｌ ＋ｓ）

－

Ｔｆｄ ｓ

Ｊ ｏ

彡 （７ （
１＋⑷Ｌｉ⑷ ＋ ⑷ ｉ

ｆ ⑷却 ） ＋ Ｌ
？⑷Ｌ〇⑷ ｅ⑷

＋⑷４⑴ ｅ⑴ ＋ｅ
？

（私 ｜ ⑷
）

（

１＋纩 登
？

这给出 了 （
４ ． １３

） 的证明 ．

定理 ４ ． １ 假设 ｌ

ｌ

Ｕｏ
ｌ ｌ

ｒ＋ ｌ ｌ

Ｕｏｋ＜ ＜５
， 且 ５ 是充分小的 ， 则 ⑷ 保持有界 ， 因此接

下来的衰减估计保持

｜ ｜

Ｕ
（
ｔ
）

｜ ｜

＜ Ｃ （
ｌ＋ｉ

）

－

ｔ
．

更进
一

步 ， 如果
｜ 丨

Ｕ
〇

｜ 丨

＋
 ｜ ｜

Ｕ
ｑ

｜ ｜

ｈ ３＜（５
， 则 Ｌ

ｉ （
ｔ
） 保持有界 ，

且

｜ ｜

ｖｕ
（
ｔ
） ｜Ｋ Ｃ

（
ｉ＋〇

－

ｔ
．

证 利用 引理 ４ ．２ 以及 ｅ⑷ 的小性可得 Ｌ⑷ 彡 ＣＴ ＋ｄ
（
ｔ
）
§ ． 如果 ５ ＜

盖 （忐 ）
Ｉ

， 则函

数 ／⑷ ＝ －

Ｃｄ 有正根 ０＜ｎ＜ｒ２ ． 然而 Ｌ
（
０

）
＜ｎ ， 因为 ／ （

Ｌ⑷ ） ＞
０ 以及

你） 是连续的 ， 我们有对于所有的 Ｚ＞〇
，
Ｑ⑷ 彡 ｎ ．

取Ｑ （
ｉ

）
＝１

０ （０＋ １＾０ ． 利用 弓
Ｉ
理 ４ ．２

， 有Ｑ （
ｔＫＣ５＋ Ｃ７ （Ｑ ｌ ⑷＋Ｑ Ｓ⑷＋Ｑ§

（
＊
）＋ Ｑ

２

（
ｆ
） ）

正如上面的证明 ， 可以得到存在 ｒ
３ ， 使得 Ｑ⑷ 彡 ｒ

＂

３
．

注 ４
．
３ 利用 Ｇａｇ ｌ

ｉａｄｏ
＾Ｎ ｉｍｉｂｅｒｇ 不等式 ， 我们有 ｜

｜

Ｕ
｜ ｜＜Ｃ（

１＋
〇」 蕴含着

｜ ｜

ＶＵ
｜

｜

彡

Ｃ
（
ｌ＋＊

）

－

ｌ 事实上 ，

｜ ｜

ＶＵ
｜Ｋ ｜ ｜

Ｕ
｜ ｜

ｉ
｜ ｜

Ｕ
｜ ｜｜３ ＜ Ｃ

（

ｌ＋ ｆｒ ５
．

因此， 我们的 ＶＵ 的估计是有意义的 ，
尽管它似乎不是最优的 ．
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