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摘要 弹性力学问题解的适定性, 包括存在性、唯一性以及稳定性(对边界条件的连续依赖性). 其中解的唯一性

定理是求解定解问题的一个有力工具, 为各种求解方法提供理论依据, 解是否满足唯一性是弹性理论的一个基本

问题. 然而, 在物理上三维弹性问题存在非唯一解的例子广泛存在, 其相应的数学模型并不能要求解的唯一性定

理无条件成立. 因此解的唯一性需在一定的条件下成立, 如弹性张量、应变能函数和变形范围的限制条件. 本文

回顾了解的唯一性定理在弹性理论中的背景和发展历史, 重点介绍了线性弹性理论、有限变形非线性弹性理论

和具有初始应力场的弹性理论中边值问题的解的唯一性定理, 给出了其中重要定理的证明方法. 在此基础上, 结
合研究进展提出了弹性力学问题解的唯一性定理的待解决问题.
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1 引言

弹性力学问题的完整提法由基本方程和定解条件

构成, 且需研究其解的适定性(Well-Posedness). 这一概

念最初由Hadamard[1](1865–1963)于1903年给出, 包括

解的存在性、唯一性和稳定性(对边界值的连续依赖

性). 当满足基本方程以及定解条件的应力、应变和位

移(相差一个刚性位移)解仅存在1个时, 称为解满足唯

一性. 然而, 解的唯一性定理在弹性力学中的研究和应

用开始得更早. Saint-Venant[2](1797–1886)采用半逆解

法求解了线弹性梁的扭转和弯曲问题, 并试图证明所

求解的唯一性. 虽然Saint-Venant对这一问题的证明并

不严格正确, 但他的方法为复杂的偏微分方程的求解

提供了思路. 若解的唯一性成立, 则无论采用什么方

法求得的解, 以及无论解为何种形式, 所得解的正确

性以及完整性得以保证. 若解的唯一性不成立, 则还

存在其他解, 并需要判断和选择真实的应力和应变状

态. 解的唯一性定理是否成立是弹性理论最基本的重

要问题之一.
在经典线弹性理论中, 对于一个在三维空间中占

引用格式: 高梦霓, 赵亚溥. 若干弹性力学问题解的唯一性定理. 中国科学: 物理学 力学 天文学, 2020, 50: 084601
Gao M N, Zhao Y P. Some uniqueness theorems of solutions for the problems of elasticity (in Chinese). Sci Sin-Phys Mech Astron, 2020, 50: 084601,
doi: 10.1360/SSPMA-2020-0042

© 2020 《中国科学》杂志社 www.scichina.com

中国科学: 物理学 力学 天文学 2020 年 第 50 卷 第 8 期: 084601

SCIENTIA SINICA Physica, Mechanica & Astronomica physcn.scichina.com

评 述



有一定区域的均质各向同性(Homogeneous and Isotro-
pic)弹性体的标准混合位移-力边值问题, Kirchhoff[3]

(1824–1887)在1859年给出平衡问题的解的唯一性成

立的充分条件, Neumann[4](1798–1895)在1885年给出

线弹性动力学问题的解的唯一性成立的充分条件: 根

据应变能正定这一条件, 材料的Lamé常数需满足经典

不等式μ>0, 3λ+2μ>0, 也可以用杨氏模量和泊松比表

示为E>0, −1<ν<1/2. 由于实验结果显示大多数常规材

料的Lamé常数均大于零, 这一经典不等式似乎是可以

保证的. 很长一段时间内, 线弹性力学中解的唯一性成

立都是以经典不等式为条件, 而对此不等式的必要性

进行验证也因此被经典的弹性力学教材忽略.
另一方面, 在物理上, 三维弹性问题中存在非唯一

解的例子广泛存在. 因此好的数学模型必须包含可能

存在不同解的情况, 不能要求解的唯一性无条件成立.
在理论上, 伴随着非线性偏微分方程的发展, 以及非线

性弹性力学问题的建立, 其解的唯一性问题的研究面

临新的更大的挑战. 在工程应用上, 如在土木工程中

解的唯一性为结构设计中的强度问题的有效预测提供

理论依据; 如在地下岩土工程(如隧道)的线弹性问题

中备受关注的位移反分析法, 根据一般弹性理论得到

的位移解析解进行弹性反分析, 进而得到岩石力学参

数, 而位移解的唯一性是开展位移反分析的基础. 弹

性力学问题解的唯一性保证了相应数学模型在一定条

件下总有唯一的确定的状态, 这是一般弹性理论在实

际应用中的前提和基础. 判断弹性力学问题解的唯一

性成立以及不成立的条件, 是弹性理论在工程应用中

的理论基础, 也是发展数学弹性理论的重要内容.
弹性力学边值问题的定解条件为给定边界条件,

其解的唯一性成立的限制条件包括对容许变形的内部

和外部限制、对材料参数的限制以及对应变能函数形

式的限制等. 因此对边值问题的解的唯一性更多是针

对特定情况的讨论, 而对于一般弹性力学问题提法的

解的唯一性定理, 并无明确的充要条件的结论. 在一

些专著中, 如Knops和Payne[5]在1971年的专著和Gur-
tin[6]在1973年的专著针对线弹性力学边值问题; Trues-
dell和Noll[7]在1965年的专著、Valent[8]在1988年的专

著以及Ogden[9]在1997年的专著针对非线性弹性力学

边值问题, 对解的唯一性定理与研究进展进行了详细

的阐述, 然而现下解的唯一性问题的更多新结果需要

回顾和总结, 对现在的发展方向需要进行新的展望.

因此本文主要针对弹性静力学的位移-力边值问题中

解的唯一性定理, 对问题的提法以及主要研究方法、

若干重要研究结果以及相应的研究进展和待解决问题

进行阐述, 同时旨在提供解的唯一性定理在弹性理论

中的相关发展的文献查阅途径.

2 一般弹性力学边值问题的完整提法

一个弹性体的物质流形B(简单物质)变形前在欧

氏空间Rn中有微分同胚, B RX :
X n

0
i , 其中主要

涉及二维与三维空间n = 2, 3. 区域Ω0为非空的、有界

的、开的单联通区域 , 且有足够光滑的边界∂Ω0

(Ω0为Lipschitz域), 闭包 0为固定的参考构形(Unde-

formed/Reference Configuration). 参考构形若为

自然状态(Natural State), 即无变形且初始应力(Initial
Stress)为零, 经过足够光滑的变形映射 X: 0→

Rx X= ( ) n到当前构形(Deformed/Current Con-
figuration). 变形梯度张量(Deformation Gradient Ten-

sor) MF x= n
X 为两点张量, 弹性体变形前后体

积变化为雅可比行列式J=detF. 变形前后的位移为

Ru x X= n, 位移梯度张量(Displacement Gradient

Tensor)为 MH u= n
X , 其中M n为n阶实矩阵集

合 ; 且格林应变张量 (Green St ra in Tensor )为

E F F I= ( ) / 2T = SC( ) / 2 n, SC n
+为右柯西-格林

变形张量(Right Cauchy-Green Deformation Tensor), 其
中Sn和Sn

+分别为n阶对称矩阵与正定对称矩阵集合.
在此变形下相应的应力响应函数有关系式:

X F F P X F F
F FT X E F

( ,  ) = det ( ) ( ,  )
= det ( ) ( , ) , (1)

1 T

1 T

其中, σ, P和T分别为定义在当前构形上的柯西应力张

量(Cauchy Stress Tensor)、两点张量第一类Piola-
Kirchhoff应力张量(First P-K Stress Tensor, PK1应力)
和参考构形上的第二类Piola-Kirchhoff应力张量(Sec-
ond P-K Stress Tensor, PK2应力).

2.1 弹性力学边值问题的分类和微分提法

弹性力学的边值问题由基本方程和边界条件组

成. 根据弹性体性质(表1)、限制条件(表2)将问题分
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类, 并给出位移-力边值问题的一般提法. 经典线弹性

力学问题是在此提法基础上对控制方程增加辅助性假

设的结果.

2.1.1 根据弹性体性质分类

弹性体以及所占区域Ω0的性质决定着弹性体物

理量(函数)的形式和性质. 将区域划分有界域和无界

域, 其中有界域又可以分为凸集(Convex Set)、星形集

(Star-Shape Set)等.弹性体材料的弹性、均质性以及参

考构形状态影响应力响应函数的形式, 以PK1应力响

应函数P为例进行说明. 在这里我们讨论两种材料, 第
一种弹性体为柯西弹性材料(Cauchy Elastic Material),
非均质的、具有初始应力的弹性体的PK1应力响应函

数表示为物质点、初始应力P0
以及变形梯度的函数:

P P X P F= ( ,  , ). (2)0

第二种弹性体为格林弹性材料(Green Elastic Ma-

terial), 也称之为超弹性材料(Hyperelastic Material), 对
于非均质的、具有初始应力的弹性体, 即存在应变能

函数(Strain Energy Function)是物质点、初始应力以

及变形梯度的函数W X P F( , , )0 , 此时PK1应力为

( )W
P

X P F
F=
, ,

. (3)
0

对于式(2)和(3), 若弹性体为均质的, 则物理量与

物质点无关;若参考构形为自然状态,物理量与初始应

力场无关; 此时PK1应力仅为变形梯度的函数:

WP P F F
F= ( ) ( ) . (4)

按照弹性体的性质分类如表1所示.

2.1.2 根据作用力与容许变形的限制条件分类

弹性体在载荷下发生变形, 包括体力和面力(只讨

论保守的作用力). 当前构形下单位质量的体力密度b
和单位面积的面力密度t分别为

R
R

b x b x
t x t x

:  ( ) ,
:  ( ) ,

(5)
n

t
n

且满足合力以及合力矩的平衡条件:

表 1 按照弹性体性质分类

Table 1 Classification according to properties of elastic body

均质性 弹性 凹凸性 初始状态

均质 柯西弹性 凸集 自然状态

非均质 超弹性 星形集 初始应力

表 2 按照限制条件分类

Table 2 Classification according to restrictive conditions

限制条件 数学形式

外部限制

位移边界 x x X u u X X= = ( ),  = ( );  d 0 0

力边界 PN t X= ;  t0 0 0

弹性边界 n Au X+ = 0;  e 0 0, A为正定的常张量

第一类接触条件 uu n X t t X X= ( ),  = ( );  C1 0 0

第二类接触条件 tu u X t n X X= ( ), = ( );  C2 0 0

非局部边界 Rx X X X X X( ) = ( , ) ;  ,n
0

封闭边界 Rx X X X( ) = ( ) B ;  n
0

单边接触位移边界 Rx X X= ( ) C ;  n
C 0

内部限制

保方向性 F X det > 0,  0

纯位移边界下的单射性 RF= ,  det > 0;  :d
n

0 0 0 足够光滑

其他条件下的单射性 v v J VFdet > 0,  = d d
0

高梦霓等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2020 年 第 50 卷 第 8 期

084601-3



s v

s v

t x x b x 0

r t x x r b x 0

( )d + ( ) ( )d = ,

× ( )d + ( ) × ( )d = ,
(6)t

t

其中, 密度为ρ(x), 距离固定点o的矢径为r=x–o.
由当前构形与参考构形的体积元的转换关系

dv=JdV, 有面积元转换的南森(Nanson)公式:

s J Sn F Nd = d , (7)T

即得到n F N F N= (Cof ) / (Cof ) , 其中n和N分别为当前

构形和参考构形中的面元外法线单位矢量. 进一步有

面积元关系ds=|(CofF)N|dS.
根据Da Silva定理得到参考构形上力与力矩平衡

关系:

S V

S V

t X X b X 0

r t X X r b X 0

( )d + ( ) ( )d = ,

× ( )d + ( ) × ( )d = ,
(8)

0 0

0 0 0 0

t

t

0 0

0 0

其中, 密度关系ρ0(X)=Jρ(x), 体力密度关系b(X)=b(x),
面力密度关系t X F N t x( ) = (Cof ) ( )0 .

参考构形上与变形无关的作用力为恒载(Dead
Load), 其映射关系为

R
R

b X b X
t X t X

:  ( ) ,
:  ( ) .

(9)
n

t
n

0

0 0 0

相反, 与特定的变形相关的作用力称为活载荷(Live
Load), 其映射关系为

R R
M R

b X x b X X
t X F t X F X

:  × ( , ( )) ,
:  × ( , ( )) .

(10)
n n

t
n n

0

0 0 + 0

从数学的观点看, 假定作用力为恒载是一种简化, 而从

物理现实出发, 实际施加的载荷很少为恒载, 一般为活

载荷, 即参考构形上的作用力不但与物质点相关, 同样

也是变形的函数. 以一个压力载荷为例, 在当前构形下

的面力密度t(x)=−πn(x), x t , 其中π为压力常数.
当π=0时, 参考构形上的面力密度为t0=0为恒载; 当

π≠0时, 参考构形上的面力密度为t X( )0 = F N(Cof ) =

J F NT , X t 0, 即在一点处的面力为变形F的
函数.

另一种作用力限制条件为给定面力值的边界条

件: 在参考构形边界面 t 0 0给定面力值t0, 满足

PN=t0; 特别地, 当弹性体整个边界均为力边界时,

=t 0 0, 需要考虑平衡轴定理, 具体可见附录A以
及Truesdell[7]第44节中的详细内容.

对容许变形的限制条件分为两种. 第一种为边界

条件对变形的外部限制, 主要考虑位移边界条件: 在

表面 d 0 0上给定变形值, 即x x X= = ( ). 同样

对于边界上容许形变的限制还有诸如非局部的位移边

界、限制形变范围的封闭边界条件以及单边接触位移

边界等. 第二种是根据物理条件对变形的内部限制, 包
括保方向性和单射性, 即排除物质互相渗透的情况, 这
一系列条件最初由Ciarlet[10–12](1938–)提出.

另一重要的位移-力限制条件为接触边界, 将边

界∂Ω0上的位移和力分解为切向分量和垂直分量
[6]:

u u u n n
t t t n n

= + ,
= + , (11)

其中, n为边界面的外法向单位向量, 根据给定的分量

限制条件可将接触问题划分为第一类和第二类接触条

件, 具体问题见第3.3节.
将作用力与容许变形的限制条件分类列于表2.

2.1.3 经典的位移-力边值问题的微分提法

弹性体的典型位移-力边值问题中的基本方程和

边界条件用PK1应力表示, 按照边界条件将问题分为

纯位移边界、纯力边界和混合边界问题. 其完整提法

见表3.

2.2 总能量变分和Euler-Lagrange方程(变分提法)

在弹性数学理论研究中一个重要的研究方法为总

能量(总势能, Total Energy)的变分法. 根据2.1.2节, 容
许变形p的集合为

R
P

p p X
p X x X

:=
: ;  det( ) > 0,  ;

( ) = ,  
. (12)

n

d

0 0

0

则变形x处对应的切空间为

RT P q q X:= { : ;  = 0,  }. (13)x
n

d0 0

此切空间中的元素为光滑的向量场q.
对于超弹性材料, 定义应变能函数泛函, 即应

变能:
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( )W W Vp X p( ) = , d . (14)
0

则其在x处的加托导数(Gâteaux Derivative)为

{ }W Vx q P X F q( ) = ( , ) : d . (15)
0

由于保守力的积分与路径无关, 可以定义作用力

相关泛函. 对 R Ma a,  n n
+, 面力和体力对应

的作用力势(Potential of the Applied Force)为

R R
M R

B B
T T

X a X a
X a X a a

: × ( , ) ,
: × ( , , ) .

(16)
n

t
n

0

0 +

在恒载荷的情况下, 具有具体形式:

B
T

X a b X a X
X a a t X a X

( , ) = ( ) ,  ,
( , , ) = ( ) ,  .

(17)
t

0 0

0 0

在容许变形集合内, 式(16)对应的泛函为

R

R ( )

B B B V

T T T S

p p X p

p p X p p

: { : } ( ) = ( , )d ,

: { : } ( ) = , , d .
(18)

n

n

0

0
t

0

0

则其在x处的加托导数为

B V

T S

x q b X x q

x q t X F X q

( ) = ( , ) d ,

( ) = ( , ( )) d .
(19)

0
t

0

0

由式(14)和(18), 弹性体的总能量为

I W B Tp p p p( ) = ( ) ( ) ( ), (20)

在x处的加托导数为

I W B Tx q x q x q x q( ) = ( ) ( ) ( ) , (21)

其Euler-Lagrange方程为

I x q( ) = 0. (22)

在容许应变集合P中, 若足够光滑的映射 Px 使得能

量取得最小值, 即I Ix p( ) = inf ( ), 则这个映射也是位

移-力边值的解. 总能量的极小值点与平衡问题的位

移-力边值问题的解一致.

2.3 应变能函数的性质

对于超弹性材料, 应力应变的本构关系由应变能

函数表示 . 构造的应变能函数W X F( , )是定义在

M× n
0 +上的实函数. Cauchy应力张量与物体变形和

运动描述的本构关系需满足的八大本构公理: 因果性

公理(Axiom of Causality)、确定性公理(Axiom of De-
terminism)、等存在公理(Axiom of Equipresence)、客

观性公理(Axiom of Objectivity, 物质标架无差异性)、
物质不变性公理(Axiom of Material Invariance)、邻域

公理(Axiom of Neighborhood)、记忆公理(Axiom of
Memory)和相容性公理(Axiom of Admissibility). 由客

观性公理, 存在由右柯西-格林变形张量定义的应变能

函数W WX C X F( , ) = ( , ), 是定义在 S× n
0 +中的实函数.

应变能函数在定义集合上的凸性是极小化问题研究中

的主要困难根源. 几种凸性主要关系为
[13,14]

严格凸 凸 多凸 拟凸 秩一凸,

其中, 表示“蕴含”,即充分条件.应变能函数W F( )对F
的几种凸性概念详细定义如下.

(1) 凸函数(Convex Function)与严格凸函数

(Strictly Convex Function): 若函数W F( )定义在集合

表 3 参考构形上的经典位移-力边值问题

Table 3 Classical displacement-traction boundary-value problem over the reference configuration

方程类型 方程

基本方程

变形几何方程 F X x X E F F I( ) = d / d ;  = ( ) / 2T

PK1应力响应函数 WP P X P F P X P F F= ( , , )  = ( , , ) /0 0

运动(平衡)方程 P b ẍ ẍDiv + = ;  ( = 0)
0 0

边界条件

纯位移边值问题 u u X X= ( );  =d 0 0

纯力边值问题 PN t X= ;  =t0 0 0

混合边值问题 = ;  =t d t d0 0 0 0 0

高梦霓等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2020 年 第 50 卷 第 8 期

084601-5



U M +
3上, 令 UF G[ , ] , 当不等式W F G( + (1 ) )

W WF G( ) + (1 ) ( )成立则函数为凸函数; 当等号仅

仅在F=G时成立, W F( )为严格凸函数. 这一概念由

Hill[15]用于有限变形时解的唯一性定理的证明.

(2) 多凸函数(Polyconvex Function): 若函数W F( )

定义在集合U M +
3上, 若对于每个物质点, 在集合

U := M M RF F F{( , Cof , det ) × × }3 3 的 凸 壳 Uco :=

M M× ×3 3 (0, + )上都存在凸函数W F F F( , Cof , det ) :

M M R× × (0, + )3 3 , 使得W F( )与之相等, 则称W F( )

为多凸函数. 这一概念最初由Ball[16]提出并用于有限

变形理论.

(3) 拟凸函数(Quasiconvex Function): 若函数W F( )

定义在集合U M +
3上, 有界开子集 R0

3的测度

为vol 0. 对任意物质点X 0和任意函数 Dp ( )0

(连续可微且具有紧支撑的函数的空间D( ) :=0

{ Cp , supp p是紧集}), 且变量满足 UF p+ .
函数为拟凸函数当满足不等式

( )W W VF F p( ) 1
vol + d

0 0

.

这一数学概念最初由Morrey[17]在1952年计算变分时

提出, 而后Ball[16]在1977将之应用于非线性弹性理论,
主要是解的存在性的研究.

(4) 秩一凸函数(Rank-One Convex Function): 若函

数W F( )定义在集合U M +
3上, 若有秩 F Grank( ) 1

且 UF G[ , ] , 当不等式

W W WF G F G( + (1 ) ) ( ) + (1 ) ( )

成立时函数为秩一凸函数. 这一概念由Coral[18]于1937
年和Graves[19]于1939年提出.

上述应变能函数凸性, 在非均质弹性体中依旧适

用. 值得注意的是, 对于定义在R上的实函数, 上述各

凸性是一致等价的.
若应变能函数二阶连续可微, 有四阶弹性张量:

A A W
F FF F F( ) = ( ) = ( ) . (23)ijkl klij

ij k l
* *

2

此张量决定平衡方程的性质
[20]

如下.
(1) 平衡方程在点X处是椭圆型的: 若张量满足椭

圆条件 A v vF Xdet ( ( )) 0ijk l j l
* , 其中 Rv 3为任意非零

矢量.
(2) 平衡方程在点X处是强椭圆型的: 若张量满足

强椭圆条件 Ap u u v vu v u v( , , , ) = > 0ijk l i k j l
* , 也称为S-E

(Strong-Ellipticity)不等式, 其中 Ru v,  3为任意非零

矢量; 当 p u v u v( , , , ) 0时 , 此条件又称为L-H(Le-

gendre-Hadamard)不等式.
(3) 各向同性弹性张量的椭圆条件可见文献[21–

24]; 线弹性理论中的应用可见文献[25,26].
相对应地, 四阶弹性张量的正定性常用的有以下

几种.
(1) 秩一正定(Rank-One Positive Definiteness): 满

足条件 Ap u u u uu u u u( , , , ) = > 0ijk l i k j l
* ,其中 Rv 3为任

意非零矢量.
(2) M-正定(Mechanics Positive Definiteness): 满足

条件 Ap u u v vu v u v( , , , ) = > 0ijk l i k j l
* , 其中 Ru v,  3为任

意非零矢量; 此条件与S-E不等式等价
[27,28].

(3) 二阶正定(Second-Order Positive Definiteness):

满足条件 Ap D DD D( , ) = > 0ijkl ij kl
* , 其中 MD 3为任

意非零张量. 我们将此更严格的正定性简称为正定性,
与CN(Coleman-Noll)不等式等价

[29].
应变能函数的凸性与弹性张量的正定性有直接关

系. 若应变能函数W F( )是一阶连续可微, 则此时函数

为凸函数的一阶导数等价条件为

W W WF H F H F( + ) ( ) : 0, (24)
F F

1 1
= 1

其中, MH +
3 . 若当且仅当H=0时等号成立, 式(24)为

严格凸函数的等价条件. 另一种一阶等价条件表示为

W W
F F F F: ( ) 0. (25)

F F F F= =
1 2

1 2

严格凸函数仅当F2=F1时等号成立. 式(25)等价于PK1
应力的单调性:

P F P F F F
P F P F F F

tr{[ ( ) ( )]( ) }
  = [ ( ) ( )] : ( ) 0, (26)

1 2 1 2
T

1 2 1 2

其中, F1=SF2; M SF F S I F S= ( ) ,  1 2 2 +
3

+
3 . 这一单
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调不等式为GCN不等式(General Coleman-Noll In-

equality)[30]. 若各向同性弹性体应变能函数W F( )是二

阶连续可微的, 则凸函数的二阶导数等价条件为

W W
F F D DD F F D: : 0;  0, (27)

ij k l
ij kl

F F

2

=

2

1

其中, MD 3. 上述不等式与CN不等式等价. 关于CN
不等式和GCN不等式可参考文献[31].

将应变能函数的性质总结于表4.

3 线弹性理论中解的唯一性定理

在连续性假设和弹性假设的基础上, 对于无限小

应变, 此时应变为变形的线性函数; 同时满足线性物

理关系(本构关系), 线性弹性张量为 L* , 建立无初始应

力的线弹性理论. 此时不再区分参考构形和当前构形

的差别, 结合边界条件, 建立采用无限小应变E和相应

的柯西应力σ描述的经典位移-力边值问题, 见表5.

3.1 经典线弹性力学边值问题的解的唯一性定理

在连续性假设、线弹性假设、小变形小应变假

设、自然初始状态假设的基础上增加均质性假设、各

向同性假设等辅助性假设, 共六大假设的基础上, 建立

经典的线弹性理论, 此时弹性张量为

E I I Iµ µI I I I= 2 + ( ) = ( + ) + ( ), (28)s* * * T*

具 有 小 对 称 性 E E E= =ijk l jikl ijlk
* * * 和 大 对 称 性

E E=ijk l k lij
* * , 其中 I I= ,  =ijk l ik jl ijk l il k j

* T* , I s* 为四阶

单位对称张量, I为二阶单位张量. λ和μ为Lamé常数.

应力为 E E= :* = µE I Etr( ) + 2 , 得到位移表示的平衡

方程(Lamé-Navier Equation):

表 4 应变能函数W F( )的凸性

Table 4 Convexity of the strain energy function W F( )

函数性质 数学关系不等式 备注

严格凸函数 等号仅在F=G时成立 W C 2, CN不等式

凸函数
U M

W W WF G F G

F G F G

( + (1 ) ) ( ) + (1 ) ( );

[ , ] = + (1 ) , [0, 1]+
3

PK1应力单调性

多凸函数 MW WF F F F F( ) = ( , Cof , det );  *
+
3 Ball[16]

拟凸函数 W WF F X X( )
1

vol D ( + ( ))d
D

Morrey[17]

秩一凸函数 U M

W W WF G F G

F G F G
F G

( + (1 ) ) ( ) + (1 ) ( );

[ , ] = + (1 ) ;  [0, 1]
rank( ) 1

+
3 W C 2, L-H不等式

表 5 线弹性力学经典位移-力边值问题

Table 5 The classical displacement-traction boundary-value problems in the linear elasticity

方程类型 数学形式

基本方程

平衡方程 b 0+ =

变形几何方程 E u u W u u= ( + ) / 2,  = ( ) / 2

应变能函数 LW E E E( ) = ( : : ) / 2*

应力响应 L= E:*

边界条件
位移边界 u u x x= ( );  d

力边界 n t x= ;  t
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µ µ

µ u
x x µ

u
x x b

u u b+ ( + ) + = 0,

+ ( + ) + = 0.
(29)i

j j

j

i j
i

3.1.1 材料常数重要不等式

对材料弹性张量 E* 的两个重要限制条件为二阶

正定性(正定性)和M-正定性(强椭圆性),因此我们首先

介绍这两个条件下材料常数重要不等式.
根据应变能函数为正的物理限制:

E EW E E

µ

E E µE E

E E E

E E

( ) = 1
2 : : = 1

2

= 1
2 (tr ) + tr

= 1
2 + > 0 (30)

ijkl ij k l

jj kk ij ij

* *

2 2

为弹性张量 E* 的正定二次型. 可以得到三维空间中

Lamé常数表示的经典不等式(Classical-Inequalities):

µ µ> 0,  3 + 2 > 0. (31)

或者以泊松比ν的形式写为

µ > 0,  1 < < 1 / 2. (32)

根据弹性张量 E* 的强椭圆性得到S-E不等式:

E Ra b a b a b> 0, , 0 . (33)ijkl i j k l i i
n*

由2.2节, 此时应变能函数为秩一凸函数. 在三维空间

中Lamé常数表示的S-E不等式为

µ µ> 0,  + 2 > 0. (34)

或者以泊松比ν的形式写为

µ > 0,  < 1 / 2  > 1. (35)

这两个不等式的物理含义可以见Truesdell[7]著作

中第51节的内容以及文献[32,33].
除此之外, 还会常用到弹性张量的半正定性、

(半)负定性以及强负椭圆性, 我们将其对应的三维各

向同性弹性体中材料常数的不等式统计为表6, 而二

维各向同性弹性体中材料常数的不等式统计为表7.

表 6 经典线弹性力学的材料参数不等式(三维)
Table 6 Inequalities of material constants in classical linear elasticity (three-dimension)

性质 弹性张量 三维Lamé常数 三维剪切模量与泊松比

正定性 E SS S S> 0;  0ijkl ij kl ij
n* µ µ> 0,  3 + 2 > 0 µ > 0,  1 < < 1 / 2

半正定性 E SS S S0;  0ijkl ij kl ij
n* µ µ0,  3 + 2 0 µ 0,  1 < 1 / 2

负定性 E SS S S< 0;  0ijkl ij kl ij
n* µ µ< 0,  3 + 2 < 0 µ < 0,  1 < < 1 / 2

半负定性 E SS S S0;  0ijkl ij kl ij
n* µ µ0,  3 + 2 0 µ 0,  1 < 1 / 2

强椭圆性 E Ra b a b a b> 0;  , 0ijkl i j k l i i
n* µ µ> 0,  + 2 > 0 µ > 0,  < 1 / 2 或 > 1

强负椭圆性 E Ra b a b a b< 0;  , 0ijkl i j k l i i
n* µ µ< 0,  + 2 < 0 µ < 0,  < 1 / 2 或 > 1

表 7 经典线弹性力学的材料参数不等式(二维)
Table 7 Inequalities of material constants in classical linear elasticity (two-dimension)

性质 弹性张量 二维Lamé常数 二维剪切模量与泊松比

正定性(强椭圆性) E SS S S> 0;  0ijkl ij kl ij
n* µ µ> 0,  + 2 > 0 µ > 0,  < 1 / 2  或 > 1  

半正定性 E SS S S0;  0ijkl ij kl ij
n* µ µ0,  + 2 0 µ 0,  < 1 / 2 或 1

负定性(强负椭圆性) E SS S S< 0;  0ijkl ij kl ij
n* µ µ< 0,  + 2 < 0 µ < 0,  < 1 / 2 或 > 1

半负定性 E SS S S0;  0ijkl ij kl ij
n* µ µ0,  + 2 0 µ 0,  < 1 / 2 或 1
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3.1.2 主要研究结论

由于经典的线弹性力学问题解的唯一性问题已有

成熟的研究结果, Knops[5]专著以及Gurtin[6]专著对此

做了详细的论述. 因此我们主要详述在这一问题研究

历史上的两个重要方法和结论, 并将其他重要结论以

表格的形式给出.
在三维空间中的均质各向同性弹性体, 其经典线

弹性力学边值问题解的唯一性的完整的数学证明过

程, 由Kirchhoff[3]在1850年推导板壳方程时试图建立,
并于1859年发表, 这种证明方法也成为了后续研究的

标准.
Kirchhoff解的唯一性定理: 三维弹性体的经典线

弹性混合边值问题, 当材料的弹性张量满足正定性时,
μ>0, 3λ+2μ>0, 至多存在一个经典解(位移解至多差别

小的刚性位移).

假设存在两组解: iE u,  , ( = 1, 2)i i i( ) ( ) ( ) . 由于两组

解在同样的载荷与边界条件下 , 两组解之差 σ=

(1) (2), E E E=  (1) (2), u u u=  (1) (2)满足下述方

程组:

µ

E u u

E I E

u 0
n 0

= 0,

= +
2 ,

= tr( ) + 2 ,

= , ( ),
= , ( )

(36)

d

t

描述的为无体力和面力的混合边值问题. 因此, 此时的

应变能为

( )W W V VE u= ( )d = 1
2 : d . (37)

根据高斯定理以及关系式:

u u u( ) = : ( ) + ( ). (38)

式(37)积分有

W V

S V

u u

n u u

= 1
2 ( ) ( )d

= 1
2 d d . (39)

0 0

根据式(36)的边界条件, 式(39)右端为0; 当应变能为

正, 即采用式(30)正定性条件的积分形式:

EW W V E E VE= ( )d = 1
2 d > 0. (40)ijkl ij k l

*

若要式(40)为0成立, 则必有Eij=0, 进而根据本构方程

得到σij=0, 根据几何方程可以将位移场确定为一个刚

性位移的范围内. 如果位移边界条件不允许有刚性位

移, 此时可以得到位移场是唯一的. 事实上, 采用的积

分形式(式(40))是比正定性(式(30))更弱一点的限制

条件.
在正定性条件下, Kirchhoff唯一性定理可以推广

至纯位移边值问题和纯力边值问题. 对于各向同性的

常规材料, 实验结果表明两个Lamé常数总是满足λ>0,
μ>0. 因此Kirchhoff解的唯一性定理是应用最广泛的,
如弹性力学教程中此结果的证明

[34,35]. 但在数学上不

难发现, 当材料的弹性张量满足负定时, 解的唯一性

依旧成立. 因此可以将对材料常数的限制放松至不

等式:

µ µ µ(3 + 2 ) > 0 0,  1 < < 1 / 2. (41)

式(41)也被称为经典线弹性力学混合边值问题解的唯

一性成立的经典充分条件.
除了考虑解的唯一性的充分条件, 考虑其必要性

条件也是研究的重要内容. 在1898–1901年, Cosserat
等人

[36,37]
发表了一系列关于经典线弹性力学位移边值

问题解的唯一性的文章, 给出了进一步放松的充分条

件, 并在1901年给出了 < < 1条件下纯力边值问

题不满足解的唯一性的反例
[37].

Cosserat唯一性定理: 三维弹性体的经典线弹性的

纯位移边值问题, 当材料的弹性张量满足强椭圆性时,
μ>0, λ+2μ>0, 至多存在一个经典解.

采用Kirchhoff的证明方法, 假设存在两组解, 对于

位移边值问题, 此时两组解的差对应的方程组描述的

为无体力的位移边值问题, 此时的势能可以表示为应

变能, 根据Kelvin的方法
[38]

有

( )
I W V W V

µ V

b u E

E E

= d = ( )d

= 1
2 tr + 2 tr d = 0, (42)2 2

其中, E W W u utr = : + :2 ; 首先根据任意标
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量φ、矢量v、张量S的两个运算规则:

v v v v
S v S v v S

div( ) = ( ) = ( ) + ( ),
div( ) = : ( ) + ( ),

(43)T

得到

u u
u u u u
u u u u

u u

:
= div[( ) ] ( )
= div[( ) ] div[( ) ]

+( )( ). (44)
0

代入积分有

V Vu u E: d = tr d . (45)2

则式(42)简化为

( )I µ V

µ µ V

E W W u u

E W W

= 1
2 tr + 2 : + : d

= 1
2 [( + 2 )tr + 2 : ]d . (46)

2

2

因此, 当参数满足强椭圆条件μ>0, λ+2μ>0时, 对比式

(42)和(46), 两组解之差对应的势能为0的条件等价于

应变的第一不变量(迹)为零且旋转为零. 同样当μ<0,
λ+2μ<0时, 证明结果依旧是成立的, 即此时的条件可

以合并表示为
[39]

µ µ µ( + 2 ) > 0,   0,  < 1 / 2  > 1. (47)

在Cosserat唯一性定理的基础上, 通过举证反例的

方式, 得到式(47)这一合并不等式是纯位移边值问题

解的唯一性成立的充分必要条件. 进一步, Edelstein和
Fosdick[40]在1968年给出了混合边值问题解的唯一性

成立的必要条件为µ 0,  1 1 / 2. 将经典线弹性

力学的位移-力边值问题解的唯一性的研究结论列在

表8[41–44]中.
表8中力边值问题经典解的唯一性成立的充要

条件的研究结论由Truesdell等人
[45]

在其著作的第51
节给出: 在光滑区域与光滑边界下, 其充要条件为

1 < < 1. 对于必要性的研究, Edelstein和Fosdick[40]

通过举反例的方法给出必要条件为 1 < 1. 近年针

对力边值问题充分条件的研究结论主要有两方面: (1)
弹性张量的限制条件不能由正定条件和负定条件放松

至椭圆条件
[46]; (2)放松区域和力边界的光滑性限制条

件是解的唯一性定理. Russo等人
[47–49]

给出在弹性张量

满足式(41)时解的唯一性成立的充分条件:

s s

C C

t 0 z t z

t

d = ,  × d = 0,  ;

,  ( ).
(48)

3 0
0

0 0

在此基础上, Coscia和Starita[50]将结果扩展至边界的光

滑性 C ,  > 00
2+ .

除常规材料之外, 新型材料或者超材料逐渐在工

程上得以应用. 对于给定材料的弹性体, 即其材料(等
效)弹性张量已知, 弹性边值问题经典解是否唯一可通

过唯一性成立的必要条件判断.
问题1 三维经典线弹性理论中纯力边值问题, 其

经典解的唯一性成立的必要条件是否仍待证明? 证实

或证否其充分必要条件为µ 0,  1 < 1 / 2.

3.2 一般线弹性理论中解的唯一性定理

除去3.1节中的经典结论, 一般线弹性问题的解的

唯一性定理主要在以下方面.
(1) 经典线弹性动力学的初边值问题: 对于表5给

表 8 经典线弹性力学位移-力边值问题的解的唯一性定理

Table 8 The uniqueness theorems of solutions to the displacement-traction boundary-value problems in classical linear elasticity

问题 限制条件 条件关系

混合边值问题
µ > 0,  1 < < 1 / 2 充分条件

[3]

µ 0, 1 1 / 2 充要条件
[40]

纯位移边值问题
µ > 0,  < 1 / 2 或 1 < 充分条件

[36]

µ 0,  1 / 2,  1 < 充要条件
[41–44]

纯力边值问题
µ 0,  1 < < 1 / 2 充分条件

[3]

1 < 1 必要条件
[7,37,40]
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出的位移-力边值问题, 在动力学的初边值问题中经典

解的唯一性.
(2) 弹性体所占区域: 无界域(Unbound Domain)与

外区域(Exterior Domain) R= \n .
(3) 解的类型: 经典解与变分解(弱解).
(4) 二维问题: 二维平面问题.
(5) 材料性质:非均质性(弹性张量与物质点有关)、

均质但各向异性(弹性张量为常张量).
(6) 边界条件: 接触问题.
结合文献[5,51,52]中已有的经过验证的解的唯一

性定理, 通过对以上6个方面现存问题的讨论, 下面将

结果和研究进展进行总结.
将弹性体所占区域扩展到无界/外区域, 对于线弹

性力学边值问题, 需要添加无穷远处的给定条件. 利用

Kirchhoff方法假设存在两组解 , 且两组解之差u=
u u1 2满足下列的基本方程和边界条件.

1) 有界区域:
L

D
u 0

u 0
div ( ) = ,    ,

( ) = ,    ,
(49)

*

其中, 边界条件D u( )考虑表2中的位移边界、力边界、

弹性边界和接触边界条件.
2) 外区域( R= \n )或无界域: 增加无穷远处的

条件

ou = (1). (50)

除了经典解 , 由2.2节总能量的E-L方程得到

解 W Hu ( ) = ( )1, 2 2 , 其中W1,2(Ω)为索伯列夫空间

(Sobolev Space), H2(Ω)为希尔伯特空间(Hilbert Space).
在容许变形集合在 u处的切空间中的任意向量

Rv :  n , 有I u v 0( ) = , 即

W B Tu v u v u v( ) = ( ) + ( ) , (51)

其中,

L( ) ( )W v

B T v s

u v u v

u v u v b v t v

( ) = : d ,

( ) + ( ) = d + d .
(52)

*

t

v在位移边界 d 处趋于零.
对于第(1)方面, 将线弹性动力学问题的经典解的

唯一性结论列于表9中. Neumann[4]给出了各向同性弹

性体混合初边值问题解的唯一性的充分条件: 弹性张

量满足正定条件; Gurtin等人
[53,54]

给出各向同性弹性

体和各向异性弹性体位移初边值问题解的唯一性的充

要条件:弹性张量满足强椭圆条件;在无界域或外区域

上, Wheeler和Sternberg[55]给出了各向同性弹性体混合

初边值问题, 弹性张量满足正定条件时解的唯一性定

理; 而后Wheeler[56]将此结论扩展到各向异性弹性体.
工程和日常广泛应用的材料具有多样性, 多呈现

出非各向同性或者非均质性. 一方面, 在工程中研究

材料的弹性参数, 如从微观和宏观角度对材料力学性

能的测量
[57,58], 发展多孔介质材料的弹性模量测量方

法
[59]

等; 另一方面, 在数学弹性理论上需对一般线弹

性力学的求解以及所得解的唯一性进行研究. 在理论

上对非各向同性材料的定解问题解满足唯一性成立的

充分必要条件进行研究, 可方便工程上的直接判断.
对于线弹性平衡问题的其他方面, 将各向同性弹

性体的边值问题中解的唯一性总结为表10[60–66]. 将均

质各向异性弹性体和非均质弹性体的边值问题中解的

唯一性结论总结为表11[67–73].
对于有界域中三维问题, 均质各向异性弹性体, 材

料的弹性张量满足正定性, 则在局部可积的索伯列夫

表 9 线弹性动力学初边值问题中解的唯一性定理

Table 9 The uniqueness theorems of solutions to the initial-boundary-value problems in linear elastodynamics

动力学(初边值)问题 限制条件 条件关系

混合边值问题

(1) 密度ρ>0且连续;
(2) 对称性 L L L= =ijkl jikl klij

* * * ;

(3) 半正定性 L S S 0ijkl ij kl
*

一般线弹性体经典解充分条件
[4]

纯位移边值问题 ρ>0; 椭圆性 L a b a b 0ijkl i j k l
* 均质弹性体经典解充要条件

[53,54]

无界域混合边值问题

(1) 密度ρ>0且连续;
(2) 大对称性与正定性;
(3) L ijkl

* 和ρ–1连续且有界

无界域经典解充分条件
[55,56]
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空间W ( )loc
1, 2 上的位移解(变分解)唯一

[48]. 此时对纯位

移边界, 在均质弹性体中可以将充分条件放松到强椭

圆性; 在更一般的非均质弹性体中, 当弹性张量与某

个各向同性弹性张量 E0
* 接近, 即 L E <L

*
0

*
( ) 1时,

可同样将充分条件放松至强椭圆性.

问题2 在有界域三维线弹性理论中, 均质各向异

性弹性体, 材料的弹性张量满足强椭圆性条件是否为

纯位移边值问题变分解满足唯一性的必要条件? 材料

的弹性张量满足正定性条件是否为纯力边值和混合边

值问题变分解的唯一性的必要条件?
对于有界域中二维问题, 均质各向同性弹性体, 位

移边值问题的经典解的唯一性充要条件: 满足 µ 0,

[ , 1 / 2] (1, ]; 混合位移-力边值问题的解的唯

一性充分条件µ 0, ( , 1 / 2)和力边值问题的解

的必要条件为μ≠0, ν≠0.
问题3 在有界域二维线弹性理论中, 均质各向同

性弹性体, 弹性张量满足正定性是否是混合边值和力

边值问题的解的唯一性的充分必要条件?

在无界域上, 如半空间上, 无界的弹性体的弹性力

学问题在工程上有着重要的应用, 如水坝、地基、地

下井等应力分析. 对于外区域、无界域或者半空间中

非均质弹性体, 增加无穷远处边界条件, 建立位移边

值问题的方程:

L u b 0div ( ) + = ,    , (53a)*
0

u u= ,  , (53b)d 0

u x ulim ( ) = . (53c)r 0

其变分解存在性的充分条件
[74]: 弹性张量 L* 满足一致

正定的条件下, 即对任意对称二阶张量L满足

LL L L L: ( ) ,  , > 0. (54)2 * 2

对于各向同性弹性体, 在三维上为μ>0, 3λ+2μ>0, 在二

维上为μ>0, λ+2μ>0. 同时有解的唯一性的经典结论:

若位移边界值满足 Wu ( )1/ 2, 2 , 即在W ( )1, 2 的迹空

间(Trace Space)上, 则在空间W ( )loc
1, 2 中存在一个变分

解, 而其解在集合 Wu{ ( )loc
1, 2 , O ru = (log )}2 上满足

表 10 各向同性线弹性力学中其他解的唯一性

Table 10 Other uniqueness theorems of solutions in isotropic linear elasticity

均质各向同性弹性体线弹性问题 限制条件 条件关系

混合边值问题

µ 0,  ( , 1 / 2)
二维平面应变
经典解充分条件

[5]

µ µ> 0,  3 + 2 > 0
内部载荷问题
经典解充分条件

[6,55]

(1) 弹性张量正定性 E S S > 0ijkl ij kl
*

(2) 位移条件 ou u r= (1);  1 2

(3) 应力条件 o r= (1);  1 2

三维外区域经典解充分条件
[6]

(仅有条件(1)和(2) [60]
或(1)和(3) [61], 以

及二维外区域相同问题
[59,60]

仍成立)

纯位移边值问题

µ 0,  [ , 1 / 2] (1, ]
二维平面经典解充要条件

[44]

(充分性
[63]

和必要性
[41,42])

(1) 弹性张量正定性

(2) 位移边界值连续 Cu ( )
0

0

(3) 无穷远处的相容条件 E h u u( ), =*
0

(4) 位移解范围 o ru v v{ , = (log )}

二维外区域
变分解的充分条件

[64]

纯力边值问题

µ 0,  1 < < 1
不同形状弹性体
经典解充分条件

[5,65,66]

(1) 力边界连续 Ct = ( )
(2) 弹性体所占域 C 3

(3) 正定性: µ µ> 0, + 2 > 0

二维外区域 R= \2

经典解充分条件
[64]

µ 0,  1 二维问题经典解必要条件
[63]
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唯一性
[70–72].

在此基础上的二维外区域问题上, Tartaglione[64]

给出定理: 若 C 3, 弹性张量满足正定性, 在变形集

合 W O ru u{ ( ) :  = (log )}loc
1, 2 2 1+1/ 上至多一个变分

解. 其中正数β依赖于边界∂Ω.
Russo和Simader[73]对Lipschitz域上弹性体且无穷

远处的位移条件为 u x ulim ( ) =r
时, 给出定理: 弹性

张量满足正定性 , 位移解存在的充分必要相容条

件为 E h n u u( ) ,  =*
0 , 此时存在方程 (53a)和

(53b)的唯一解. 其中h0为方程(53a)的解且满足在边界

∂Ω上为零, Lh ( )0
2 , n为边界的单位外法线

矢量.
对于外区域、无界域或者半空间中弹性体的力边

值问题的力边界条件为:

E u n t( ) = ,  = . (55)t
*

Tartaglione[64]给出均质且各向同性弹性体的解的唯一

性定理: 若 C 3且弹性张量满足正定条件, 给定力

边界连续t=C0(∂Ω), 则存在唯一的经典解. Crisci[69]证
明了非均质弹性体在弹性张量满足正定性时的解的唯

一性定理.
问题4 在无界域二维线弹性理论中, 经典位移-力

边值问题解的取值形式与无穷远处的边界条件相容,
构造解的位移范围内, 弹性张量满足正定性是否是解

的唯一性的充要条件?
在无界域三维问题中, 对于均质弹性体, 弹性张量

若满足正定性, 则W ( )loc
1, 2 上有唯一解; 对于单纯的

位移边界, 条件可以放松为强椭圆条件. 对于非均质

弹性体, 在弹性张量正定的条件下, 仍然需要附加

对弹性张量的进一步限制和位移解的限定范围, 如

W O ru u{ ( ), = (log )}loc
1, 2 2 .

表 11 一般线弹性理论中解的唯一性定理

Table 11 The uniqueness theorems of solutions in linear elasticity

问题 限制条件 条件关系

均质各向异性
弹性体

混合边值问题 正定性
外区域在 W ( )loc

1,  2
空间

变分解充分条件
[48]

位移边值问题 强椭圆性
有界域/外区域在W ( )loc

1,  2
空间

变分解充分条件
[67]

非均质弹性体

力边值问题

正定性 有界域变分解充分性
[48]

正定性且 o r ou v v v{ : = ( ) = (1)}
无界域/半空间变分解充分条件

[49,68]

(二维
[69])

混合边值问题

(1) 正定性

(2) 存在常弹性张量 L0
* 满足强椭圆性且 L L o 1= ( )*

0
*

(3) 范围 W O ru u{ ( ) :  = ( )}, > 0loc
1,  2

外区域变分解充分条件
[48]

位移边值问题

(1) 强椭圆性

(2) 存在各向同性张量 E0
* 且满足 L E <

L
*

0
*

( ) 1

有界域变分解充分条件
[48]

(1) 正定性

(2) 范围 W O ru u{ ( ), = (log )}loc
1,  2 2 无界域变分解充分条件

[70–72]

(1) 正定性
(2) 存在正数β依赖于边界

(3) 范围 W O ru u{ ( ) :  = (log )}loc
1,  2 2 1+1 /

二维外区域变分解充分条件
[64]

(1) 正定条件

(2) 位移边界条件 Wu ( )
1/ 2,  2

0

(3) 无穷远处存在 u x ulim ( ) =
x

二维外Lipschitz域
式(53a)和(53b)变分解充分条件

[73]

高梦霓等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2020 年 第 50 卷 第 8 期

084601-13



问题5 在无界域三维线弹性理论中, 非均质弹性

体, 弹性张量满足正定性是否是W ( )loc
1, 2 上有唯一解的

必要条件?

3.3 线弹性力学接触边界值问题解的唯一性定理

根据表2和5, 可建立线弹性理论中接触边界问题

的基本提法. Gurtin[6]给出了第一类接触边界问题, 在

弹性张量正定条件下的解的唯一性.
Fosdick等人

[46]
在2007年研究了均质各向同性弹

性体在强椭圆条件下的一类接触边界问题(Mixed-
mixed Problem)的解的唯一性定理: 将边界划分为∂iΩ
(i=1, 2, 3), 且根据边界上位移和面力的分解情况有

E

t
u

u b 0
u u
u u X t n X
u n X t t X

div ( ) + = ,    ,
:  = ,
:  = ( ),  = ( ),
:  = ( ),  = ( ),

(56)

*

1

2

3

其中, 构形表面∂Ω的外法线方向为n, 其第二基本型

(Weingarten张量)为K=KT=−gradsn(X). 曲面的平均曲

率为trK/2=(λ1+λ2)/2, 其中λi (i=1, 2)是K的特征值, 为

曲面在某点的主曲率. 在强椭圆条件下,解的唯一性与

弹性体表面的几何性质有关: 若∂2Ω的任意点都有平

均曲率trK(X)>0, 且∂3Ω上任意点K(X)正定, 此时问题

(56)的位移解若存在, 则是唯一的; 如果∂2Ω的任意点

都有平均曲率trK(X)≥0; 且∂3Ω上任意点K(X)半正定,
当弹性体为单联通时, 问题(56)的位移解若存在, 则是

唯一的.
Russo和Tartaglione[75]将这一结果扩展到外区域

上, 并针对弹性静力学的一类接触问题(∂3Ω=∂Ω)与其

对偶问题(∂2Ω=∂Ω)进行讨论, 给出在强椭圆条件与几

何条件下的更严格的解的唯一性. 当∂3Ω=∂Ω时的基本

方程和边界条件:

E
E u

u b 0
u n t u n

u x u

div ( ) + = ,    ,
[ ( ) ] = ,  = ,    ,
lim ( ) = .

(57)

r

*

*

0

弹性体光滑 C 且弹性张量满足强椭圆条件,
即μ>0, λ+2μ>0. 采用Kirchhoff的反证法, 假设存在两

组解且两解之差u满足

E
E

o r

u 0
u n 0 u n

u x

div ( ) = ,    ,
[ ( ) ] = , = 0,    ,

( ) = ( ).
(58)

*

*

此时有解的唯一性定理: 若∂Ω上任意点张量K(X)正
定, 且方程的两组位移解之差为u1−u2=o(1), 此时位移

解u1=u2, 即解是唯一的; 若∂Ω上任意点K(X)半正定且

弹性体为单联通, 方程的两组位移解之差为u1−u2=
o(1), 此时位移解唯一.

对于均质但各向异性弹性体的一类接触问题(不
含体力):

L u 0div ( ) = ,    , (59a)*

L uu n t u n[ ( ) ] = ,  = ,    , (59b)*

u x ulim ( ) = . (59c)r 0

Russo和Tartaglione[76]给出了更加严格的解的唯一性

定理 : 当弹性张量 L* 对任意的对称张量满足正定

性 LL L L: ( )* 2, 且有界. 若给定边界分别属于u

W ( )1/2, 2 , Wt ( )1/ 2, 2 , 则式(59a)和(59b)存在变

分解 Wu ( )loc
1, 2 , 在均匀索伯列夫空间D ( )1,2 上有唯

一的变分解; 存在一个依赖于 的常数c ( )k , 位移解

在一类解M上唯一:

M W o r cu u= { ( ) : = ( )},  = 2 .
k

loc
1, 2 2 1+

0

当∂2Ω=∂Ω时, 而式(55)的对偶问题的基本方程和

边界条件:

E
E t

u b 0
n u n u u

u x u

div ( ) + = ,    ,
[ ( ) ] = ,  = ,    ,

lim ( ) = ,
(60)

r

*

*

0

同样根据两组解之差,有解的唯一性定理:在强椭圆条

件下,若∂Ω上任意点平均曲率trK(X)>0,方程的两组位

移解之差为u1−u2=o(1), 此时位移解u1=u2, 即解是唯一

的; 若∂Ω上任意点平均曲率trK(X)≥0, 且弹性体为单

联通, 此时方程的解是唯一的.
接触边界在工程上具有重要应用, 由此引起的变

形和应力分析对于如齿轮、滚珠轴承等的设计和计算

十分重要. 对线弹性力学接触边界值问题解的唯一性

进行研究, 是线弹性力学数学理论的重要内容, 也是

将弹性理论适用于工程设计和计算的保证.
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问题6 在有界域三维线弹性理论的接触问题中,
均质但各向异性弹性体与非均质弹性体在相同的几何

条件下, 弹性张量正定性是解的唯一性的充分条件吗?
问题7 在无界域三维线弹性理论的接触问题中,

均质但各向异性弹性体在弹性张量满足正定性条件

时, 考虑无穷远处边界条件的相容性, 解是否满足唯一

性时的取值范围?

4 非线性弹性理论中的解的唯一性定理

由本构方程、场方程以及边界条件形成的弹性理

论应能够预测一个特定物理问题的答案. 由第3节可

知, 这种确定性对于特殊材料可以通过解的存在唯一

性定理证明. 在小变形和线性弹性关系的假设下, 建

立的弹性理论并不能描述和解决所有材料的问题. 因

此除非必要情况下的简化, 更多情况需要讨论一般的

非线性理论, 并讨论其数学性质. 非线性理论旨在预

测一类范围更小的、确定的材料力学行为, 即局部解

的唯一性.
对于三维弹性理论的位移-力边值问题, 其方程呈

现出非线性, 主要包括有限变形的几何非线性、物理

关系(即本构关系)的非线性、其他限制条件的非线性

以及平衡方程的非线性(拟线性), 如表12所示.
三维非线性弹性问题存在解的非唯一性使得构造

的数学模型应该容许存在多解的可能, 这也是非线性

弹性理论的重要内容和基本难题. 对局部解的唯一性

定理的限制包括位移变化范围的限制, 或者对应变能

或势能的限制. 这些限制条件决定了证明解的唯一性

定理的常用方法: 第一种方法为应力应变关系在原点

附近邻域内的隐函数定理(Implicit Function Theorem);
而第二种方法为通过总能量极小值点的唯一性(局部

和全局)来证明.

4.1 三维弹性理论的解的非唯一性例子

非线性纯位移边值问题、纯力边值问题和混合边

值问题中都存在非唯一解的例子, 例子的总结可以参

照文献[10,77,78], 在此给出三种位移-力边值问题典

型的解的非唯一性的例子.
(1) 纯位移边值问题(图1)
考虑一个二维圆环, 其内部边界条件为u 0= , 外

部边界围绕中心轴旋转π. 满足此条件的第一种变形

与第二种变形如图1所示, 且两种变形的内部变形和

应力不同. 此反例由John[79,80]在1972年给出, 而后证明

在三维上此反例依旧成立
[81].

(2) 纯力边值问题(图2)
1) 考虑力边界条件为零面力的半球形薄壳, 其本

身的恒等变换为第一种平衡解, 将球壳外翻为第二种

解. 两种解具有不同的变形和应力状态. 这一例子由

Armanni[82]在1915年给出, 其他相关内容见文献[83–
85], 与此例子类似有橡胶圆管的翻转

[86–90].
2) 考虑二维板受到相同的面力条件, 而两种不同

的加载方式可导致拉伸与压缩两种解
[88,91–93].

(3) 混合位移-力边值问题(图3)
1) 一个杆件侧面受到的面力为零, 其中一端位移

固定, 另一端受到足够大的压缩载荷时,则可以存在无

数多解
[88,91,94,95].

2) 一个杆件侧面受到的面力为零, 两端的位移固

定; 若其中一端绕中心轴旋转2 整数倍引起的变形是

满足边界条件的无限多解
[16,96].

4.2 从本构关系出发(隐函数法)

为了消除有限变形中几何非线性与物理非线性的

表 12 三维弹性理论中的非线性

Table 12 The non-linearities in three-dimensional elasticity theory

非线性分类 数学表达

几何关系 应变E H H H H= ( + + ) / 2T T 是位移u的非线性函数

应力响应关系 T T X E= ( , )以及P=FT是应变E的非线性函数

限制条件 保方向性、不可压缩条件、单射及其他条件是x的非线性函数

拟线性平衡方程
P
F

x
X X

P
X b+ + = 0ij

kl

k

l j

ij

j
i

2

0
最高阶导数为线性的

高梦霓等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2020 年 第 50 卷 第 8 期

084601-15



影响, 在小范围内将变形线性化或者有限变形下线性

化本构关系, 是对非线性弹性理论解的数学性质进行

研究的最直接方式.

4.2.1 Signorini解的唯一性定理和Stoppelli解的存

在唯一性定理

三维弹性理论的数学分析中一个划时代工作是

Signorini[97–99]对有限变形的研究工作. 将作用力表示

为单参数ε的解析函数, 给出了参考构形上作用力的相

容条件;通过摄动方法构造出用参数表述的位移解,用
隐函数法证明了一类纯力边值问题解的唯一性. 而后

Stoppelli[100–103]在1954–1957年采用无限小应变来近似

表示有限应变, 证明了一类力边值问题解的局部存在

与唯一性定理, 也可见Buren[104]的论文.
Signorini[100–103]证明方法的详解也可见Buren[104],

Marsden和Wan[105], Valent[8], Grioli[106], Wang和Trues-
dell[88]等人的论文以及Truesdell[7]等人著作的第63节.
这一方法也被用于解决其他问题, 如Capriz和Guidu-
gli[107–110]论证了线性和非线性弹性理论的相容性, 并

表明力边值问题可以通过Signorini类型的摄动方法来

解决, Grioli[106], Romano和Marasco[111], Iaccarino等
人

[112,113]
将Signorini法扩展为解决具有活载荷的纯力

边界的数学问题.
对于参考构形处于无应力的自然状态, 根据表3可

以建立在参考构形上以PK1应力表示有限变形的纯力

边值问题:

P b 0
PN t
Div + = ,  ,

= ,  .
(61)0 0

0 0

根据2.1.2节中作用力的限制条件, 参考构形上体

力和面力满足合力与合力矩平衡. 假设作用力展开为

单参数ε的解析函数:

b b

t t

= ,  ,

= ,  .
(62)n

n
n

n

n
n

=1
0

0
=1

0 0

任意变形下位移梯度为H=F−I, 将PK1应力响应函数

展开为

P P F P H P H= ( ) = ( ) = ( ), (63)
s

s
=1

其中, P H( )为H的解析函数, P H( )s 为H的s次均匀齐次

多项式. 方程(61)的解u是参数的解析函数:

u u= . (64)
n

n
n

=1

则位移梯度进一步表示为

H u u H= = = . (65)
n

n
n

n

n
n

=1 =1

即H u=n n . 将式(65)代入式(63)有

P P H P H H H= = ( , , … , ), (66)
s

s
r

r
r

n

n
n n

=1 =1 =1
1 2

其中, P P H Q H H H= ( ) + ( , , … , )n n n n1 1 2 1 , 显然有Q1≡0,

第一种

第二种

二维圆环

图 1 纯位移边值问题的解的非唯一性
Figure 1 The non-uniqueness of solutions in the displacement
boundary-value problem.

第一种

a
b

c d

第二种

a'

b'

c' d'

厚壁球壳的翻转 单轴拉伸与压缩

初始

a b

c d
第
一
种

a'

c'

b'

d'

a" b"

c" d"
第二种

图 2 纯力边值问题的解的非唯一性
Figure 2 The non-uniqueness of solutions in the traction boundary-
value problem.

圆柱杆压缩变形

初始状态

杆件的扭转

2π

图 3 混合位移-力边值问题的解的非唯一性
Figure 3 The non-uniqueness of solutions in the displacement-
traction boundary-value problem.
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且Qn由响应函数决定.

对PK2应力的响应函数展开为

T T C L E L E= ( ) = ( ) + ( ) + , (67)1 2

其中, E C I H H H H= ( ) / 2 = ( + + ) / 2T T , Ls为E的s次

多项式的响应函数, 满足大对称性与小对称性; 且

L1(E)=L(E)为E的线性关系. 根据PK1应力与PK2应力

的关系P=FT=(H+I)T, 得到Ps与Ls的关系:

P H L E

P H L H H L E HL E

( ) = ( ),

( ) = 1
2 + ( ) + ( ), (68)

1

2
T

2

其中, E H H= ( + ) / 2n n n
T 为小应变, 因此有

P P H L E
P P H Q H

P L E Q H H H

= ( ) = ( ),
= ( ) + ( ),

= ( ) + ( , , … , ),

(69)

n n n n

1 1

2 1 2 2

1 2 1

其中, P H L E( ) = ( )1 2 2 , 且Q H P H( ) = ( )2 2 . 将式(69)代入

到方程(61)中, 得到第n个力边值问题的方程:

L E b 0
L E N t
Div ( ) + = ,

( ) = ,  .
(70)n n

n n

0

0 0

其中有效载荷为

n

b b Q H H H
t t Q H H H N

= + Div ( , , … , ),
= ( , , … , ) ,

= 1,  2,  3,  ….
(71)

n n n n

n n n n

0 0 1 2 1

0 0 1 2 1

通过上述方式采用摄动方法, 将有限变形转化为n
个无限小变形, 进而描述纯力边值问题. 根据(有效)载
荷需满足合力与合力矩为零，可得到Signorini作用力

相容性条件为

S Vu t u b 0× d + × d = , (72)
m

n

n m m n m m
=1

1

0 0
0 0

即每一个方程的相容条件依赖于前方程的位移解. 若

同一个物体的无限小变形的纯力边值问题的解存在,
且唯一性要求差别在任意小的旋转, 则相对应的力边

值问题的解un也存在, 位移差为一个刚性旋转, 对任

意常矢量ωn, un与un+ωn×(X−X0)都会满足上述该方程.
采用这种方法来处理在本质上与线性变形相差不大的

变形. 但是在一般变形理论中, 由于任意旋转会导致合

力矩不再满足平衡条件, 因此需要确定是否存在一个

唯一的ωn来消除这种不确定性. 显然对参考构形上力

矩平衡方程:

S Vu t u b 0× d + × d = . (73)0 0
0 0

将式(62)和(64)代入式(73), 由参数ε的取值任意性, 上

述方程分为

S V

S V

u t u b 0

u t u b 0

: × d + × d = ,

: × d + × d = .

(74)
r s

q

r s

r s q q r s q q

2
1 01 0 1 1

+

=1

+ 1

+ 0 0 +

0 0

0 0

结合式(72)的相容条件, 对于up依赖于u1, u2, …, up−1的

相容性要求, m=2, 3, …, p有

S Vu t u b 0× d + × d = . (75)
q

m

m q q m q q
=1

1

0
0 0

则对于up对应的方程, 定义其力矩为

S Vu t u b m× d + × d = . (76)
q

p

p q q p q q p
=1

+1 0 +1
0 0

若up差异无限小旋转的位移up+ωp×r0也是该方程的解,
代入式(76)有

S Vr t r b m( × ) × d + ( × ) × d = . (77)p p p0 01 0 1
0 0

根据运算规则:

a b c b c b c I a( × ) × = [ ( ) ] . (78)

定义张量A1为

S VA r t r b= d + d . (79)1 0 01 0 0 1
0 0

则式(77)等价于:

A A I m[ (tr ) ] = . (80)p p1 1
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若要确定唯一解需要满足det[(A1−trA1)I]≠0, 因此说

明, up的唯一性要求t01, b1不存在平衡轴, 关于平衡轴

的证明见附录A.
Signorini唯一性定理: 若外载荷的一阶式t01, b1不

存在平衡轴, (1) 若对于参数ε的解析解u u=
n

n
n

=1
存

在, 则un所满足的控制方程是完备的; 即同样的纯力

边值问题, 若对于无限小变形的解存在, 则必存在解

un满足第n个方程; (2) 若对于无限小变形的解满足唯

一性要求, 则任意阶的方程的解un是唯一的(相差一个

确定刚性旋转).
对于上述Signorini唯一性问题, 假定n≥2 时, bn=0,

t0n=0, 仅保留展开式的第一项, 则有

b b X X
t t X X

= ( ),  ,
= ( ),  .

(81)1 0

0 01 0

当参数ε足够小, 可将问题线性化. Stoppelli解决了

这一类力边值问题的解的局部存在唯一性问题. 他的

思想是: 假设弹性体原点在变形后依旧为原点, 即x=
χ(0)=0, 变形χ*以及变形梯度F*

为方程(61)的解, ω为弹

性体与载荷绕原点的旋转张量Q的反偶矢量(轴矢量),
则旋转之后的变形χ=Qχ*以及变形梯度F=QF*, 旋转之

后的位移为u=u*+Q(X−X0)=u
*+ω×(X−X0), PK1应

力P F QP F( ) = ( )满足的方程:

P F Qb 0
P F N Qt
Div ( ) + = ,

( ) = .
(82)0

0

若能找到满足式(82)的唯一的旋转张量Q, 则可以

得到方程(61)的一个唯一且确定的解χ=Qχ*. 因此引入

附加载荷h和g, 对于给定变形χ, 寻找唯一的旋转张量

Q使得h=0和g=0且平衡方程满足函数变换(要求弹性

体所占区域为有界闭集, 且边界、体力以及PK1应力

响应函数足够光滑):

P F Qb h

P F N Qt g

Div ( ) + = , 

( ) + = .
(83)0

0

由于χ*为未旋转平衡方程的解, 则自然有

S Vg h 0d + d = . (84)
0 0

为了使得合力矩平衡满足

S Vr g r h 0× d + × d = , (85)0 0 0
0 0

引入参考构形下的张量A1为

S VA r t r b= d + d , (86)1 0 01 0 0 1
0 0

显然该张量对称, 且有

VA Q QA M P F P F( ) = [ ( ) ( )]d . (87)1
T

1
T

0

为寻找唯一的Q, 令函数:

Q A Q QA M( ) = 1 , (88)1
T

1

则Φ:O3→W为正交张量群到反对称张量群的映射, 且

Φ(I)=0. 根据反函数定理(Inverse Function Theorem),
若在Q=I附近, δΦ存在且为可逆映射,载荷无平衡轴条

件等价于

A I Adet( tr ) 0. (89)1 1

式(87)和(89)的证明方法见附录A. 此时存在与ε无
关的正整数α和β使得: 若 aM , 则存在唯一的解Q

满足 Q I .
Stoppelli存在唯一性定理: 当弹性体所占区域Ω0

为有界闭集, 边界、体力以及PK1应力响应函数足够

光滑, 力边值问题的载荷满足相容条件det(A1−ItrA1)≠
0, 则存在与参数ε无关的正数γ, δ使得 , 存在唯一

解x=χ(X)=X+u(X), 满足条件χ(0)=0且u 有界(局部

解的唯一性定理).

4.2.2 St Venant-Kirchhoff材料纯位移边值问题

在有限变形下, 线性化的均质各向同性的物理关

系为一种最简单的本构关系, 此时PK2应力响应函数

满足关系:

µT E I E

E u u u u

= (tr ) + 2 ,

= 1
2( + + ).

(90)

满足上述物理关系的材料为St Venant-Kirchhoff材料,
其材料参数λ, μ>0. 对于参考构形为自然状态, 体力为

保守恒载的纯位移边值问题(且边界值为零)以PK1应
力形式P=FT表示为

P b 0
u 0 X
Div + = ,

= ,  ,
(91)0

0

其中, PK2应力响应函数为映射 V S ST O: ( ) 3 3,
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且足够光滑. 其中Green应变在原点处的邻域:

V { }WO E E C I X( ) = ( ); = 1
2( ),  . (92)p1,

0 0

方程(91)具有特解: b=0, u=0, 可以在原点邻域应用隐

函数定理.
位移解为向量函数 Ru : 3且满足边界条件的

赋范向量空间Vp(Ω)(对每个p>3):

V Wu u u 0 X( ) = { ( ); = , }. (93)p p
0

2,
0 0

定义赋范向量空间Up(Ω0)为Vp(Ω0)在原点的一个

邻域, 则对 U Vu ( ) ( )p p
0 0 , 定义赋范向量空间

Fp(Ω0)为勒贝格空间(Lebesgue Space) Lp(Ω0)在原点的

邻域.
定义非线性算子

LL u L u P: ( ) = Div ( ) (94)p
0

为W 2, p(Ω0)到空间Lp(Ω0)的映射. 则式(91)可以写为

µL u I u E I E b
u 0 X

( ) = Div{( + )[ (tr ) + 2 ]} = ,
= ,  ,

(95)0

0

其中算子的分量表示为

E E

E E

{
}

L E u u

u u u u u

= + 1
2

+ + 1
2 . (96)

i j ijpq pq ijpq m p m q

rjpq p q i r rjpq m p m q i r

, ,

, , , , ,

St Venant-Kirchhoff材料唯一性定理
[10]: 弹性体所

占区域 R3, 位移边界是 C 2, 对于每个p>3, 存
在空间Lp(Ω)的原点的邻域Fp(Ω), 以及位移解所在的

空间V p ( Ω )在原点的邻域U p ( Ω ) , 使得对每一

个 Fb ( )p
0 , 式(95)中所描述的边值问题在Up(Ω)

中只有一个解.
若对于更一般弹性体, PK2应力响应满足关系:

µ o µT E I E E= (tr ) + 2 + ( ),  ,  > 0, (97)2

且对于 U Vu ( ) ( )p p , P K 2应力响应函数

CT 2, 则上述解的唯一性定理依旧成立.
对于一般的St Venant-Kirchhoff材料, 纯位移边值

问题位移解在原点邻域内的唯一性, 相关讨论见文献

[114–116]. Raïssouli和Oudaani[117]对一类满足λ=0,
μ=1/2的St Venant-Kirchhoff材料进行了研究, 并将解

的唯一性结论扩展到混合边值问题.

4.3 从应变能出发(本构假定和稳定性相关)

由2.1节和2.2节的讨论可知, 对于超弹性体, 总能

量的Euler-Lagrange方程的解对应着弹性理论的边值

问题的解. 对应变能函数的性质分析是研究有限变形

问题的有力工具
[118], 对于构造的只满足解的存在性假

设的应变能函数, 无限制的解的唯一性是不成立的.

4.3.1 应变能函数为严格凸函数(局部)

当应变能函数为(局部)严格凸函数时, 弹性理论

的边值问题具有良好的数学性质. 利用给定变形上叠

加小变形的问题, Ericksen和Toupin[42]研究了各向同性

的材料满足强椭圆条件时, 此时位移边值问题的位移

解若存在是唯一的. Hayes[119]研究了一类星形区域的

混合边值问题解的唯一性, 并证明了强椭圆条件是其

成立的充分非必要条件. Hill[15,43]给出了在给定变形上

叠加小变形的范围内应变能函数性质与唯一性定理.
Hill唯一性定理: 当应变能函数为变形梯度的局

部严格凸函数, 对于位移-力边值问题, 在叠加小变形

的范围内, 给定大变形是唯一的.
这一经典结论的重新论述也可参照Truesdell[7]著

作的第68节和Ogden[9]著作的第六章. 下文结合给定变

形上叠加小变形的增量理论、应变能函数的凸性与本

构关系不等式的关系, 对这一经典结论进行阐述.
对于超弹性体, 从自然状态(无应力状态)的参考

构形上发生的有限变形, 其混合位移-力边值问题用

PK1应力表示有

P b 0
PN t
u u

Div + = ,
= ,  ,

= ,  .
(98)t

d

0

0 0

0

不妨设方程(98)的一组解为(P0, F0, X0, u0), 引入作为

中间构形, 并在此给定变形上叠加一个无限小应变, 达
到平衡的当前构形(图4).

从自然状态到中间构形的变形为X0=χ0(X*), 自然

状态到当前构形的变形为x=χ(X*), 则叠加的变形δu=x
−X0=δχ(X*), 其中δχ(X*)=χ−χ0. 描述在中间构形上的

叠加的无限小位移梯度H X Grad u( ) = X
0

0 , 其高阶项

可忽略; 无限小变形梯度F X x X( ) = d / d0 0, 叠加变形引
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起的体积变化为

J v
V

J

F

F

= d
d = det = det( + ) = 1 + tr ,

= det = 1 tr .
(99)0

1 1

从自然状态到当前构形, 变形梯度进行乘法或者

加法分解:

( )
F X x

X
x
X

X
X FF

X u

X F F

X
X

u
X

X
X F

( ) = d
d = =

=
+

= +

= + ( ) = ( + ) , (100)

0

0
0

0

0 0

0

0

0
0

其中变形梯度增量为 F F=0 0, 自然状态到当前构形

的体积变化同样进行乘法与加法分解:

J v
V

V
V J J J J J= d

d
d
d = = (1 + tr ) = + . (101)0

0

0 0 0 0

体积变化增量为 J J= tr0 0 .

从自然状态到当前构形, 将PK1应力P P F= ( )
o

在

F=F0
附近泰勒一阶展开:

A A

P P F P P P P
F F

P F P F

= ( ) = + = + :

= + [ ] = + : , (102)
F

o
0 0 0

o
0

0 0* 0 0 0* 0

0

其中中间构形上的PK1应力为P P F= ( )0
o

0 , PK1应力增

量为

AP P
F F F= : = [ ]. (103)

F

0
o

0 0* 0

0

则在叠加小范围内有关系式:

AP F F( ) = : . (104)0*

按照Hill的方法, 根据式(98), 建立PK1应力率P与速度

v表示的混合位移-力边值问题的基本方程和边界条

件 . 假设在给定变形 F = F 0
附近有第二组解 ,

( )P F u v,  ,  ,  1 1 1 1 , 且两组解边界条件一致, 两组解只

差 P F v( , , )满足方程:

AP 0 P F
PN t 0
v 0

Div = ,  = : ,
= = ,  ,

= ,  .

(105)t

d

0*

0 0

0

相对应的有

A

S

V V

t v

P F F F

0 = d

= : d = ( ) : : d . (106)

0

T 0*

t 0

0 0

根据2.2节内容, 当应变能密度函数在F=F0
附近为局部

严格凸函数时, 其二阶等价的CN不等式为

AF F( ) : : > 0. (107)T 0*

结合式(106)和(107), 此时混合边值问题的解是唯

一的.
由此建立的是率形式的弹性理论, 这种研究方法

也在弹塑性体边值问题中应用
[120], 并可用于增量理论

表示的具有初始应力场的弹性理论边值问题解的唯一

性研究.
此外对解的唯一性与其他不等式的关系、与稳定

性的关系、严格凸函数的物理含义与要求进行讨论.
(1) 应变能函数的严格凸性一阶等价不等式(26),

即PK1应力的单调性, 是上述问题解的唯一性充分条

件. 假设方程(98)的两组容许解(P1, F1, b1, t01)和(P2,
F2, b2, t02); 则两组解之差(∆P, ∆F, ∆b, ∆t0)满足方程:

P b b b
PN t t t
u 0

Div = = ( ),
= = ,  ,

= ,  .
(108)t

d

0 0 1 2

0 01 02 0

0

F

δF

0F

自然状态

∗X

∗Ω

0X

0Ω

当前构形

x

Ω

中间构形

图 4 (网络版彩图)给定应变上叠加无限小应变问题的构形
Figure 4 (Color online) The configurations in the problem of
infinitesimal strain superimposed upon the given strain.
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则通过高斯定理以及散度运算, 在参考构形上的积分:

S V

V

V

t x b x

P x P x

P F

0 = d + d

= {( ) Div }d

= : d . (109)

0 0
t 0 0

0

0

在式(109)成立的条件下, 若同时满足式(26)的
PK1应力单调性不等式, 则必然有∆P=0, ∆F=0; 显然

式(26)是积分式 VP F: d > 0
0

的充分条件, 也是方

程的解唯一的充分条件. 因此也有如下定理.
GCN唯一性定理: 当应力响应函数是变形梯度的

单调函数, 即满足GCN不等式, 对于给定位移-力边值

问题, 若解存在, 则满足唯一性.
(2) Hadamard无限小超稳定性是上述解的唯一性

的充分条件. 在讨论有限变形边值问题解的唯一性,
常常依赖于问题的稳定性. 在叠加小变形范围内, 根

据Hadamard稳定性, 对于同一组边界条件存在两组不

相等变形x≠X0, 由2.2节可知, 必然有I(x)>I(X0), 即

W V S

W V S

F b x t x

F b X t X

{ ( ) }d d

> { ( ) }d d , (110)

0 0

0
0

0
0

0

t

t

0 0

0 0

即从一个平衡状态X0
到另一个平衡状态x,应变能变化

大于作用力做功:

W W V

V S

F F

b u t u

{ ( ) ( )}d

> d + d . (111)

0

0 0
t

0

0 0

对式(111)左端, 将应变能函数在F=F0
附近二阶

展开:

A

W W

W

F F F

F P F F F

( ) = ( + )

= ( ) + : + 1
2( ) : : . (112)

0 0

0 0 0 T 0* 0

根据高斯定理, 式(111)右端等于 VP F: d0

0

, 则式

(111)等价于

A VF F1
2 ( ) : : d > 0. (113)0 T 0* 0

0

则根据此时两组解之差满足式(109), 局部的超稳定性

式(113)成立是解的唯一性的充分条件, 即有如下定理.
局部的超稳定性-唯一性定理: 当弹性体处于有限

变形下的平衡状态满足超稳定不等式, 对于给定位移-
力边值问题, 给定有限变形在叠加小变形范围内至多

存在一个解(相差任意无限小旋转).

(3) 应变能函数对于所有 MF +
3为凸性函数是不

符合物理经验的, 上述解的唯一性的充分条件均是在

局部范围内, 容许的叠加变形并不是任意的. 首先, 与

物理性质 MWF F Fdet 0 ,  ( ) + ,  +
+
3不相容

[10].

其次根据客观性公理, 应变能函数对任意正常正交张

量 OQ +
3, 有W (QF)=W (F). 当应变能函数为F的严格

凸函数, 其一阶等价式有

W W WQF F F
F QF F( ) ( ) ( ) : ( ) > 0. (114)

显然即

PF Q I: ( ) < 0. (115)T

根据σ=J−1PFT, 以及变形的保方向性J=detF>0, 有Cau-
chy应力表示式(115)的关系:

M O SQ I F Q: ( ) < 0;  , , . (116)+
3

+
3 3

根据对阵张量的谱分解定理 , 存在正交张量

OR +
3使得σ的特征值λi (i=1, 2, 3)组成的对角张量

D=diagλi满足σ=RTDR, 则有关系:

O
Q I R DR Q I D RQR I

D Q I Q
: ( ) = : ( ) = : ( )

= : ( ) 0,  ( ). (117)

T T

+
3

满足式(117)的Cauchy应力的集合为

M OD D Q I Q:= { ;  : ( ) < 0,  }. (118)3
+
3

不妨取三个正交张量Q′的特例:

diag(1, 1, 1),  diag( 1, 1, 1),  diag( 1, 1, 1). (119)

得到的Cauchy应力其特征值λi (i=1, 2, 3)应满足

= { + > 0,  + > 0,  + > 0}. (120)1 2 1 3 3 2
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显然有σ σ*. 应变能函数W为变形梯度F的严格凸函

数时可以确保解的唯一性, 然而由4.3.1节可知, 严格

凸函数的要求是过于强的充分条件, 是不现实的
[7]. 因

此更多凸性的应变能函数被提出并用以研究解的唯一

性问题.

4.3.2 应变能函数为非严格凸性(一类均匀有限变

形问题的全局唯一性)

当构造的应变能函数为变形梯度的非严格凸函

数, 对其弹性边值问题的位移解的唯一性成立条件进

行了研究. 对于均质三维弹性体(不要求各向同性)的
纯位移边值问题的解的唯一性, Knops和Stuart[121]的工

作给出第一个结果.弹性体所占区域是欧氏空间中的有

界开区域Ω0 ℝn, 集合的边界∂Ω0为 X Z{ + :  0,0

RZ 0\ { }}n , 即点X0的星形有界域, 边界∂Ω0逐点连

续可微, 且边界上定义的单位外法线矢量 N X: 0

R3. 无体力的纯位移边值问题的平衡方程为

P 0Div = ,   . (121)0

对给定常张量 MF n n
+

× 和常矢量 Rb n, 其边界上的

点均为仿射变形, 即位移边界条件为

x FX b X= + ;  . (122)0

显然该问题的其中一个特解 Rv : n
0 为均匀变形

v X FX b X( ) = + ;  . (123)0

由于方程无体力以及面力做功, 所以总能量(势能)为

( )I W W Vx x x( ) = ( ) = d . (124)
0

考虑所有满足式(121)和(112)两个方程的解, 根据最小

势能原理以及应变能函数的性质, 有如下定理.
Knops和Stuart唯一性定理: 应变能为二阶连续可

微实函数 M RW C ( , )n n2
+

× , 且为秩一凸函数, 若存在

任意光滑解 Ru : n
0 满足平衡方程, 且满足仿射变

形的边界条件u X FX b( ) = + , X 0, 其中一个特解

为v X( )= FX b+ , X 0, 则有I Iu v( ) ( ); 若应变能

函数在 F处为严格拟凸函数 , 则此时必然有

u X FX b( ) = + , X 0 , 即光滑位移解是唯一的u(X)
=v(X).

2003年, Müller和Šverák[122]在Knops和Stuart的结

果基础上, 举出了其他拓扑条件下解的唯一性的反例.
当Ω0 ℝ2, 弹性体是二维圆盘(开集), 应变能函数为严

格拟凸函数, 且在同样的仿射变形的边界条件下, 构造

出多个Lipschitz解为总势能的极小值点弱解. Ta-
heri[123]证明了星形区域上弹性体的一类能量极小值点

的唯一性. Knops等人
[124]

通过余能的性质研究了星形

区域均质弹性体零体力零面力的非线性纯力边值问题

的光滑应力场和位移场的唯一性. 当余能在X0处严格

仿凸(Paraconvex)和秩n−1凸, 则光滑的应力场唯一且

位移场相差为刚体平移和旋转.
对于可压缩均质且各向同性超弹性体非线性位移

边值问题, John[79]在1972年利用应变能极小值给出具

有唯一的均匀小应变(允许有大旋转)的光滑解的证明.
应变能函数展开形式为

W µ OE E E E( ) = 1
2 tr + tr + ( ). (125)2 2 3

若给定位移边值x X,  , 平衡方程(121)的解χ(X)
满足边界条件 , 且变形映射属于集合 K=

C C{ ( ) ( )}1 2 , 若K中另一任意变形χʹ同样满足边

界条件, 且应变能满足W(χʹ)>W(χ), 则χ在K中是唯一

的. 2018年Sivaloganathan等人
[78,125]

将John[79]的结论扩

展到混合位移-力边值问题. 假设一个给定的平衡方程

的光滑位移解ue, 且总能量在此处的二阶导数一致正

定, 即

A( )I V

c V

u q q q u q

q

( )[ , ] = : : d

d . (126)

e e
2 *

2
0

0

若两个右柯西-格林变形张量的差C(ue)−C(ve)一致得

足够小, 则不存在第二个平衡解ve.
Gurtin和Spector[94,96]结合Hill[15,43]和Stoppelli[100–103]

以及John[79]的工作, 建立有限变形位移边值问题和混

合边值问题恒载条件下解的唯一性定理: 平衡方程的

位移解若属于任何凸的、稳定变形的非空集合, 此时

解满足唯一性. Spector[77,95]在此基础上, 将结论扩展

到一类简单活载荷力边值问题中.
除此之外, Gao等人

[126]
建立了一类以右变形张量

C(u)表示的应变能函数凸性的结论: 每个平衡方程的

解ue(Cauchy应力半正定)都是总能量的最小值点. 若
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在ue处应变能函数对于右变形张量严格凸, 则此解ue
为唯一的能量极小值.

问题8 Knops和Stuart唯一性定理是对星形域上

弹性体的一类均匀仿射变形的位移边界条件时位移

解的全局唯一性定理, 是否可以在其他拓扑条件下

成立?

4.3.3 应变能函数为严格多凸性

Ball[16]提出了多凸性应变能函数, 并给出了其关

于纯位移和混合位移-力边值问题的存在性证明. 然而

Ball形式的多凸性函数对于边值问题的解的唯一性是

没有经过检验的.
一个重要的问题是, 多凸性应变能函数对应的应

变能的极小值是否满足总能量的Euler-Lagrange方程

式(22). 对这一问题的争论, 起始于1984年Ball和
Schaeffer[127 ]的结论: 以变形梯度F的奇异值v F( )i

= F F[ ( )]i
T 1/2

定义的应变能函数 W v v vF( ) = ( ,  ,  )1 2 3 对

应的应变能的极小值, 包括全局和局部, 满足平衡方

程. 而Zhang[128]在1991年则通过纯位移边值问题中隐

函数法得到的平衡方程解与Ball形式多凸性函数的能

量极小值点的对比,得到两个结果是一致的;同时提出

疑问, 对于纯力边值问题, 两个方法得到的结果是否一

致
[8]? 在2002年Ball[129]对此进一步提出开放性问题

(Problem 5): 请证实或证伪, 当多凸性应变能函

数W F( )在合理增长(速率)条件下, 对于无体力的位移

边值问题, 应变能的全局或局部定义的极小值满足总

能量的Euler-Lagrange方程式(22).
在2010年的综述中Ball[130]给出了这一问题否定

的回答, 并给出了一维变分的反例
[131]. Sivaloganathan

和Spector[78]则证明了对于一类多凸的应变能函数, 平

衡方程的解若能够逐点满足特定的不等式, 则是应变

能函数唯一的绝对极值点.
另一个重要的问题是Ball[129]提出的多凸性应变

能函数与平衡方程解的唯一性的关系的开放性问题

(Problem 8): 请证实或证伪, 一个所占区域同胚于球的

均质弹性体, 当其应变能函数为严格多凸函数时, 其纯

位移边值问题的光滑平衡解唯一.
其证实和证伪工作依赖于几何限制和边界限制条

件. Spadaro[132]在2009年给出了二维空间上Problem 8
的非唯一的例子, 要求二维圆盘有负的雅克比矩阵并

有着单射的位移边界条件, 采用极小曲面的方法证实

其解的非唯一性.
问题9 对于一个所占区域同胚于球的均质弹性

体, 给定(严格)多凸应变能函数, 请确定其应变能极值

点是总能量Euler-Lagrange方程的解的充分条件, 并给

出纯位移边值问题的解满足唯一性的必要条件.

5 具有初始应力场的弹性理论中的解的唯

一性定理

建立弹性理论的辅助假设之一为无初始应力假

设, 即参考构形为自然状态, 这也是弹性理论数学分析

的要求. 然而初始应力无处不在, 如地壳中的地应力

(In-Situ Stress, 原岩应力), 影响着岩石的力学性质
[133–136],

也是页岩开采中水力压裂裂纹扩展和缝网形成的关键

因素
[137–141]; 残余应力场作为一种重要的初始应力场,

在弹性体内具有自平衡的性质, 在日常生活和工业生

产中普遍存在, 如在沉积薄膜中可致碎裂
[142,143], 在微

纳系统中致使微结构翘曲变形
[144–146], 在生物力学中

有重要作用
[147]. 随着弹性理论的发展, 对建立具有初

始应力场的弹性理论提出需求. 在定义本构关系的物

质标架无差异性(Principle of Material Frame-Indiffer-
ence, 即客观性)时, Cauchy[148]考虑具有初始应力场的

本构关系的形式, 并用分量的形式给出了初始应力和

位移梯度的线性关系; 具有初始应力场的弹性理论进

一步发展, 如Hoger[149–151]对线性理论的一系列工作,
Merodio等人

[152–155]
对有限变形开展的一系列工作. 同

样, 初始应力场问题也并非是无条件满足解的唯一性,
如二维以及三维反例

[156], 而其理论的数学性质仍需

要研究和建立. 具有初始应力场的一般弹性力学问题

的提法, 以及其解的唯一性的研究是弹性理论中的基

本难题之一
[157]. 由于具有初始应力场的有限变形理论

仍未成熟, 这里主要讨论线弹性理论中解的唯一性

问题.
增量理论中, 即在给定变形上增加无限小变形, 增

量所满足的关系正是具有初始应力场的线弹性理论.
其相关理论的建立可以参照Ogden[9], Biot[158], Gurtin[6]

以及Truesdell[7]等人的专著.
在4.3.1节的基础上, 以中间构形为增量理论的参

考构形, 即P0
为初始应力, 建立增量的位移-力边值问

题, 有平衡方程:
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P b 0

b b P

Div + = ,

= + 1 Div ,
(127)

0
0

0

0

其中,

AP P F
F F F= ( ) : = : ( ). (128)

F

0
o

0 0* 0

0

位移边界条件为

u u= ,  . (129)d 0

力边界条件为

P N t
t t P N

( ) = ,  ,

= .
(130)t

0
0 0

0 0
0

由上述方程易发现, 增量方程中的作用力, 即体力和面

力均依赖于给定变形, 即初始应力场, 在这里认为跟叠

加变形无关, 即为恒载. 则具有初始应力场的弹性理论

由式(126)–(128)表示.
为研究增量理论的叠加小变形的解的唯一性问

题, 假设存在两组解, P F u( ,  ,  )1
0

1
0

1 和 P F u( ,  ,  )2
0

2
0

2 ,

两组解之差为

P P P u u u= ,  = . (131)0
1
0

2
0

1 2

作用力为恒载时 , 由式 ( 1 26 ) – ( 130 )可得到

P u( ,  )0 满足方程:

P 0
u 0
P N 0

Div( ) = ,
= ,  ,

( ) = ,  .

(132)d

t

0

0
0

0

由积分式(109)和高斯定理不难得到

VP F( ) : ( )d = 0. (133)0 0

0

由式(127), 得到式(133)即

A VP F( ) : : ( )d = 0. (134)0 T 0* 0

0

由正定不等式:

A VF F( ) : : ( )d > 0, (135)0 T 0* 0

0

将式(134)和(135)对比可得到两组解为同一组解, 即式

(135)为解的唯一性的充分条件. 当取更严格的不等式

时此条件仍成立:

AF F( ) : : ( ) > 0. (136)0 T 0* 0

具有初始应力场的线弹性理论唯一性: 当应变能

函数在点F0
处为严格凸的, 或 A0* 的严格二阶正定性,

在位移-力边值问题中, 通过增量理论达到平衡状态的

解若存在, 则是唯一的.
若将上述证明过程中增量形式以率形式给出, 即

为Hill证明有限变形解的唯一性的方法.
Ogden[9]也在专著中给出了力边值问题∂tΩ0=∂Ω0

的解的唯一性定理的充分条件:

V

S V

P F

t x b x

( ) : ( )d

> d + ( )d . (137)

0 0

0 0
t

0

0 0

而其相应的增量的稳定性为

V

S V

P F

t x b x

( ) : ( )d

> d + ( )d . (138)

0 0

0 0
t

0

0 0

具有初始应力场的无限小应变的线弹性理论的边

值问题的解的稳定性和唯一性的关系可以参见Gur-
tin[96].

Carlson和Man[159,160]研究了具有初始应力场的力

边值(恒载)问题的解的唯一性, 即初始弹性张量 A* , 用
其表示的PK1应力响应为

A oP P HP E H H 0= + + [ ] + ( ),  . (139)0 0 *

并且将其正定性定义为: 存在依赖于 A* 常数 > 0, 对

于 H Wu ( ) = ( )1 1 2 , 使得

A V VH H Hsym : : sym d sym d , (140)* 2

0 0

其中, H u usym = ( + ) / 2. 并给出了解满足唯

一性的条件, 即当初始应力足够小, 且弹性张量 A* 满

足式(140), 问题的解若存在, 则是唯一的
[161].

对于超弹性材料, 在具有初始应力场的参考构形

上发生大变形的弹性力学问题在生物材料有着重要应

用, 如生物薄膜、动脉壁等. 其应变能函数为初始应力

场的函数W (F,P0), 其位移解满足局部唯一性的必要条
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件是重要研究内容. 对于未知初始应力场, 需进一步证

实应变能函数的凸性与解的唯一性的关系.

6 总结

本文综述了若干弹性力学问题的解的唯一性定

理, 讨论了证明解的唯一性常用到的方法, 分析了经典

结果的物理含义与数学要求, 结合现有弹性理论中解

的唯一性定理的发展, 提出若干未解决的问题.
由文中诸多经典结论和待解决问题, 对于某种给

定本构关系的弹性材料, 约定了外作用力和弹性体边

界的具体形式与正则性, 判断弹性力学边值问题解的

唯一性成立与否是数学弹性理论中的基本难题. 易得

出在有界域中, 对光滑区域和光滑边界, 当材料弹性

张量满足正定性, 应变能函数为严格凸函数时, 对于

位移-力边值问题的解的唯一性在局部上总是成立! 然
而, 不同的材料分类和不同的边界条件, 其解的唯一性

成立的必要条件不尽相同, 如经典线弹性力学位移边

值问题与力边值问题成立的充要条件的差异. 对于有

限变形非线性理论, 若仅考虑解的唯一性在局部的成

立条件, 忽视当应变相差较大时的屈曲和分叉理论,

则与物理要求相悖. 进一步研究解的唯一性定理也在

面临着物理现实的挑战, 主要包括以下几方面.
(1) 材料的非均质性、所占区域集合的非凸性以

及非光滑性的影响;
(2) 实际施加的载荷一般无法简化为恒载, 即在参

考构形上载荷为变形的函数的活载荷更符合物理现实

情况;
(3) 在不可压缩的限制条件下, 增加了约束方程

detF=1, 同时应力响应中增加了不可压缩项(以待确定

的压力系数表示), 增大数学分析的难度;
(4) 对于超弹性材料, 建立满足客观性公理和物质

不变性公理的应变能函数来正确描述其本构关系是研

究其力学性质的关键. 同时, 构造的应变能函数应与建

立的弹性力学问题的解的存在性和唯一性相容, 且在

有限变形时允许分叉(屈曲);
(5) 残余应力作为初始应力的一种, 其自平衡性

质, 以及弹性体中的非协调性变形的存在, 此时不能

使用弹性变形的增量理论;
(6) 具有初始应力场的超弹性本构, 应变能函数应

是初始应力场和变形的函数, 其凸性与待定初始应力

场和变形的唯一性的关系.
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附录A

A1 Da Silva定理

平衡问题要求变形后, 即在当前构形下, 合力与合

力矩为零:

s v

s v

t b 0

r t r b 0

d + d = ,

× d + × d = ,
(a1)

其中距离固定点o的位置矢量为r=x–o. 将式(a1)转化

为参考构形下的变量并积分得到

S V

S V

t b 0

r t r b 0

d + d = ,

× d + × d = ,
(a2)

0 0

0 0

0 0

0 0

其中, r包含变形后的位置, 无法直接在参考构形中表

示. 对任意矢量v1和v2, 根据叉积运算和置换张量E的

性质:
E E Ev v v v v v v v× = : = : = : . (a3)1 2 1 2 1 2 2 1

则张量v v1 2的对称性等价于E v v 0: =1 2 . 根据

Signorini引入的张量:

S VA r t r b= d + d . (a4)0 0
0 0

因此合力矩为零的式(a2)成立的必要条件为: 张量A为
对称张量.

Da Silva在1851年提出的定理: 施加载荷引起的合

力矩可以通过物体绕原点一定角度旋转消失, 即将式

(a2)描述在参考构形上.
假设一个合适的均匀旋转张量Q使得位置矢量变

为Qr, 因此旋转后的合力矩表示为

S VQA Qr t Qr b= d + d . (a5)0 0
0 0

高梦霓等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2020 年 第 50 卷 第 8 期

084601-30



此时合力矩为零的条件是QA为对称张量: QA−ATQT=
0. 通过极分解A=PS而找到合适的旋转Q=PT

或者−PT

使得旋转后的合力矩为零. 因此存在合适旋转, 不改

变其重要性质, 使得在参考构形下满足

S V

S V

t b 0

r t r b 0

d + d = ,

× d + × d = ,
(a6)

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

其中, r0=X−O, 即参考构形上合力与合力矩为零.

A2 Signorini问题中的作用力相容性条件

在Signorini唯一性问题中, 每个un对应的方程均

需满足Signorini相容性的要求, 即每个方程不产生合

外力, 也不产生合外力矩.
首先不妨根据式(a2)和(a6), 将相容性条件表示为

S Vu t u b 0× d + × d = , (a7)0 0
0 0

其中u=r−r0满足力矩方程. 将体力密度b b=
n

n
n

=1
和

面力密度t t=
n

n
n0

=1
0 代入式(a6), 得到

S V

S V

t b 0

r t r b 0

d + d = ,

× d + × d = .
(a8)

n n

n n

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

由un所对应的方程:

L E b 0
L E N t
Div ( ) + = ,

( ) = ,  ,
(a9)n n

n n

0

0 0

其中有效载荷为

n

b b Q H H H
t t Q H H H N

= + Div ( , , … , ),
= ( , , … , ) ,

= 1,  2,  3,  ….
(a10)

n n n n

n n n n

0 0 1 2 1

0 0 1 2 1

易得到有效载荷b t,  n n0 需满足

S V

S V

t b 0

r t r b 0

d + d = ,

× d + × d = .
(a11)

n n

n n

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

由式(a10), 有效载荷与Qn关系式:

Q N t t
Q b b

= ,
Div = ( ).

(a12)n n n

n n n

0 0

0

为得到式(a11)成立的条件, 将式(a12)代入式(a8)
和(a11), 得到

S V

S V

t t b b 0

Q N Q

( )d + ( )d = ,

d = Div d ,
(a13a)

n n n n

n n

0 0 0
0 0

0 0

S V

S V

r t t r b b

r Q N r Q

× ( )d + × ( )d = 0,

× d = × Div d .
(a13b)

n n n n

n n

0 0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

其中式(a13a)根据散度定理自然满足. 对任意矢量r0和
张量Qn, 利用运算:

r Q r Q r Q( ) = ( ) + ( ), (a14)n n n0 0
T

0

由于r I=0 , 根据散度定理对式(a14)积分得到

( ) ( )S V

V

r Q r Q

Q r Q

d = d

= + Div d . (a15)

n n

n n

0 0

T
0

0 0

0

根据置换张量的性质式(a3), 则式(a13b)和(a15)成
立的要求等价于:

E VQ 0: d = , (a16)n
T

0

即un对应的有效载荷满足合力与合力矩为零, 即式

(a11)成立要求 VQ dn
T

0

为对称张量.

由于应力展开式:

P P H P H H H= = ( , , … , ), (a17)
s

s
r

r
r

n

n
n n

=1 =1 =1
1 2

展开项为

P L E Q H H H= ( ) + ( , , … , ), (a18)n n n n1 2 1

其中L(E)为E的线性关系, E H H= ( + ) / 2n n n
T 为小应变;

P H( )s 表示为
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P H L E

P H L H H L E HL E

( ) = ( ),

( ) = 1
2 + ( ) + ( ).

(a19)
1

2
T

2

同时位移梯度展开式:

H H= . (a20)
n

n
n

=1

根据Cauchy应力与PK1应力的关系:

J PF P I H= = ( + ) , (a21)T T

将式(a17), (a18)和(a20)代入式(a21), 由于Cauchy应力

的对称性, 则对于 n, 有P P H+n
m

n

m n m
=1

1
T 为对称张量. 根

据式(a18)和L E( )n 的对称性, 显然 VQ dn
T

0

为对称张量

等价于 VH P d
m

n

n m m
=1

1
T

0

为对称张量.

根据u H=n m n m以及运算:

u P
u P u P

( )

= ( ) + ( ), (a22)
n m m

n m m n m m
T

则有积分:

( )V S

V

H P u P N

u P

d = d

( )d , (a23)

m

n

n m m
m

n

n m m

m

n

n m m

=1

1
T

=1

1

=1

1
0 0

0

式(a23)为对称性张量是un对应方程作用力的相容性条

件. 根据控制方程和边界条件, 这一条件等价于:

S Vu t u b 0× d + × d = . (a24)
m

n

n m m n m m
=1

1

0 0
0 0

A3 作用力无平衡轴条件

定义一阶展开式对应的张量:

S VA r t r b= d + d . (a25)1 0 01 0 0 1
R0

相容性条件要求该张量对称. 作用力经过旋转张

量Q旋转后为Qt01和Qb1, 在其他条件均不改变的情况

下, 讨论其相容性, 即A1Q
T
的对称性. 不妨构造反对称

张量M:

V

M Q A Q QA

P F P F

= ( ) = ( )

[ ( ) ( )]d . (a26)
1

T
1

T

0

为证明式(a26)中的恒等式成立, 首先根据置换张

量性质不难有

ES Vr Qt r Qb A Q× d + × d = : . (a27)0 01 0 0 1 1
T

0 0

同样, 矢径r0与PK1应力响应函数P F( )的叉积表示

为 Er P F r P F× ( ) = : ( )0 0 , 则其散度为

E

E

r P F r P F
r P F

Div[ × ( )] = Div[ : ( )]
= : Div[ ( )]. (a28)

0 0

0

根据散度公式

r P F r P F P FDiv[ ( )] = Div ( ) + ( ) ,0 0
T

则有

E E

E

r P F r P F P F
r P F P F

Div[ × ( )] = : [ Div ( )] + : ( )

= × Div ( ) + : ( ) . (a29)
0 0

T

0
T

根据张量的散度定理, 有

E

E

S V

V

V

r P F N r P F

r P F P F

r P F P F

×[ ( ) ]d = Div[ × ( )]d

= [ ×Div ( )+ : ( ) ]d

= × Div ( ) : ( )d . (a30)

0 0

0
T

0

0 0

0

0

将控制方程和力边界条件代入式(a30), 并结合式

(a27)得到

E EVP F A Q 0: ( ) d + : = , (a31)1
T T

R

即得到关系:

VA Q P F= ( ) d . (a32)1
T T

0

通过式(a32)的转置, 式(a26)中的恒等式得证.
对式(a26)中的映射 O W: 3 , 在Q=I处显然有

Φ(I)=0. 正交张量空间O 3在此处的切空间(Tangent

Space)为反对称张量空间W, 此时Q=I邻近有 Q=
WW 和微分
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I W A W WA A W WA( )[ ] = = ( + ). (a34)1
T

1 1 1

根据反函数定理(Inverse Function Theorem), 函数

Φ(Q)存在反函数的充分条件为全微分式(a34)在Q=I
处可逆. 这一条件等价于A1W+A1W=0在空间W中只

有唯一零解W=0. W的反偶矢量ω满足齐次线性方程

(A1−ItrA1)ω=0, 即微分δΦ在Q=I处可逆等价于

IA Adet( tr ) 0. (a35)1 1

相反, det(A1–ItrA1)=0说明作用力t b,  01 1存在一个(平
衡)轴, 使得围绕该轴的任意旋转不改变外加载荷, 从

而旋转不改变该载荷下的平衡状态, A1Q
T
为对称张量.

此状态称为该参考构形下载荷的平衡轴.

附录B

表a2 常用符号索引

Table a2 Index of frequently used symbols

符号 释义 符号 释义

a b[ , ] 闭线段 a b{ + (1 ) ;  0 1} M M,n n* *
+

n阶实矩阵、正实矩阵的集合

A* PK1应力对应的弹性张量( A* 0) n, N 参考构形, 当前构形面积元的外法向单位矢量

b 单位质量体力密度 o(ϕ(x)) 若 f ox x( ) = ( ( )), 有 f x xlim ( ) / ( ) = 0
x

B B,  体力泛函, 体力势 o(1) 若f(x)=o(1), 有 f xlim ( ) = 0
x

B 物质流形 O(ϕ(x)) 若f(x)=O(ϕ(x)), 有 f cx x( ) ( )
C 右柯西-格林变形张量 On, On

+ n阶正交矩阵、正常正交矩阵的集合

Ck(Ω), k=N0 k阶连续可微(实)函数集合 P, P0 PK1应力张量, 初始PK1应力张量

Cof( ) 余子式Cof( ) = ( ) det( )T Q 正交张量

s vd , d 当前构形的面元与体积元 ℝ, ℝn
实数集合, n 维欧氏空间

S Vd , d 参考构形的面元与体积元 Sn, Sn
+ n阶对称矩阵的集合, n阶正定、对称矩阵的集合

D ( )1, 2 只定义了一阶微分的均匀索伯列夫线性空间 t 面力密度

D L L( ) = { ( ) : ( )}
1, 2

loc
1 2 T T,  面力泛函, 面力势

D( ) 连续可微函数的空间 Cp T PK2应力张量

且其支撑集supp p是紧集 u 位移矢量

det( ) 行列式 W 反对称张量空间

diag( ) 对角矩阵形式 W ( )1 /2,  2 W ( )1,  2 的迹空间

E 杨氏模量 W ( )loc
1, 2 局部可积的索伯列夫空间

E 格林应变张量 B B BW L L( )= { ( ) : ( ), }loc
1, 2 2 2

E 无限小变形下的应变张量 W H( )= ( )1, 2 1 W L L( ) = { ( ) : ( )}
1, 2 2 2

E* 经典线弹性的四阶弹性张量 E* = I Iµ I I( + ) + ( )* * T
W H( )= ( )0

1, 2
0
1 W W( ) = { ( ) : tr = = 0}0

1,  2 1,  2

Fp, Up, Vp 赋范向量空间 W , W 应变能, 应变能函数

F 变形梯度张量 µ,  Lamé 常数

H 位移梯度张量 泊松比

I 总能量(总势能) ,  ,  0 0 0
弹性体的参考构形所占开区域、边界面和闭包

I, I* 二阶, 四阶单位张量 ,  ,  弹性体的当前构形所占开区域、边界面和闭包

J 雅可比行列式detF ρ0, ρ 参考构形和当前构形上的密度

K 曲面的第二基本型, Weingarten张量 σ 柯西应力张量

Lp 可测标量场、矢量场、张量场的勒贝格空间 χ 变形映射

L* 一般线弹性的四阶弹性张量

表a1 通用表示法

Table a1 General scheme of notation

符号 释义

A, a… 斜体字母(除去X, Z), 表示标量(场)或者指标

a, b… 正体粗体小写字母, 表示矢量(场)
A, B… 正体粗体大写字母(除去X, Z), 二阶张量(场)
A , B… 花体字母, 三阶张量(场)

A B, , …* * 正体星标字母, 四阶张量(场)

A B,  , … 正体的字母, 表示空间或集合

α, β… 斜体希腊字母, 表示参数

X, Z (X, Z, x, z) 物质点

( ),  ( ) 表示响应函数
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Some uniqueness theorems of solutions for the problems
of elasticity
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In order to construct the well-posed mathematical models of the elastic problems, it is necessary to study the
mathematical properties of solutions, including existence, uniqueness, and stability (the continuous dependence on
boundary conditions). The uniqueness theorem of solutions provides the methods for solving the problem. The
uniqueness of the solutions is one of the most basic and important issues of elasticity theory. In the three-dimensional
elasticity theory, unconditional uniqueness is not expected. Therefore, the uniqueness theorem of solutions is established
under certain conditions, such as the restrictions on the elasticity tensor, the strain energy function and elastic
deformation range. This study reviews the background and history of the uniqueness theorem in elasticity. The focuses
are on the uniqueness theorems of solutions in the boundary-value problems of the linear elasticity theory, nonlinear
elasticity theory of finite deformation, and elasticity theory with initial stress field. The classical proofs of uniqueness
theorems are also given. We also present some unsolved problems on the solution uniqueness in elasticity.

elasticity theory, boundary-value problem, uniqueness theorem, constitutive laws, strain energy function,
convexity
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