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摘要　认识多孔介质内多相流动和固体变形耦合特征是地下资源开发利用的关键问题. 针对这一问题, 首先建

立了考虑毛细压力和重力作用的可压缩两相渗流与孔隙介质变形耦合方程. 在此基础上, 推导了流体方程的非

对称内罚 Galerkin弱形式和固体变形方程的非完全内罚 Galerkin弱形式. 其次, 通过对比一维 Terzaghi固结问

题的理论解和数值解, 验证了间断 Galerkin 方法在计算流固耦合问题方面的可行性和准确性. 然后, 针对性开

展了二维平面算例和考虑重力效应作用的三维算例, 分析了加罚因子   和   对数值结果的影响. 结果表明, 随

着气体的持续注入, 气体饱和度和孔压增加, 有效应力降低, 继而引发多孔介质膨胀变形; 气体在重力影响下上

浮聚集于顶部边界;    和   的降低会导致流体和力学信息在局部出现不同程度的波动, 提高加罚因子可以有效

抑制有限元函数在跨越单元时的不连续性.
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Abstract     Understanding the coupled multiphase flow and solid deformation processes in porous media is a significant
issue in the area of developing and utilizing underground resources. This study first established the coupled modeling of
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compressible two-phase flow and deformation of porous media, which considers capillarity and gravity. Meanwhile, the
strong form and the corresponding weak form of coupled multiphase flow and solid deformation model were presented.
Then, the capacity of the proposed DG method for the coupled hydromechanical model was verified by comparison with
analytical and numerical results of the one-dimensional Terzaghi consolidation problem. Subsequently, the two- and
three-dimensional cases were performed to study the flow behaviors and deformation characteristics, respectively. In
addition, the effects of the penalty factors     and     on the stability of the numerical results were analyzed. The
simulation results show that gas saturation and pore pressure continually increase with the injection of gas. The increment
of pore pressure reduces the effective stress, which results in deformation and expansion of the porous medium. The gas
floats up and gathers at the top boundary due to gravity. The decrease of the penalty factors     and     trends to cause the
fluctuation of saturation, pressure, effective stress, and displacement. The increases in penalty factors are beneficial to
suppress the discontinuity of the finite element function crossing the elements.

Key words      two-phase flow, solid deformation, coupled hydro-mechanical, penalty factor, numerical simulation,
discontinuous Galerkin FEM

 

引言

深入探索多孔介质中多相流动和固体变形特征

对精准认识地下资源开发利用 , 例如石油勘探开

发、煤层气和页岩气开采、二氧化碳地质封存等领

域, 具有重要的工程意义[1-4]. 在流体输送过程中局

部压力和饱和度梯度下的渗流作用改变了孔隙结构

特征, 打破了储层内部的水力平衡; 固体空间结构的

变化影响了储层内部流体的运移路径和流通能力,
具体表现为多孔介质孔隙度和渗透率等物性参数的

动态响应. 发展和建立两相渗流与固体变形耦合模

型及其相应的数值方法是准确描述和阐明储层内水

力行为的有效手段[5-7].
针对两相渗流和固体变形耦合模型的数值方法

主要包括有限元法[8-10]、有限体积法[11-12] 以及混合

计算方法[13-14] 等. 对于两相流问题的离散和数值求

解, 传统有限元能够确保流体域内整体的质量平衡,
但是无法实现流体在跨越单元间的局部质量平衡,
因此不适用于求解对流占主导的非线性不混溶问题;
有限体积法在确保局部流量平衡的同时, 具有较高

的计算效率, 因此在工业界和工程尺度模拟中得到

了广泛应用. 在通常情况下, 有限体积方法的计算结

果仅能满足低阶有效精度; 混合计算方法是指对流

体和力学控制方程分别利用不同的数值方法进行求

解, 该方法集成了各种数值方法的优势. Rutqivst[15]

在耦联流体软件 TOUGH2和固体变形软件 FLAC3D
的基础上, 开发了在油气、地热、可燃冰开采以及

二氧化碳地质封存等领域广泛使用的 TOUGH-FLAC

耦合模拟器 .  在此模拟器中 ,  负责流体计算的

TOUGH2 软件采用的是有限体积法, FLAC3D 采用

有限差分法计算固体变形, 此方法在网格划分和数

据传递效率等方面具有一定的局限性.
间断伽辽金有限元 (discontinuous Galerkin finite

element method, DG-FEM)结合了有限体积与有限元

两种方法的优点, 具有高阶精度和局部单元物理守

恒性的特点, 容易实现局部网格加密和各单元多项

式的单独选取[16-19]. 近些年来, DG-FEM在流体和弹

性力学领域得到了广泛的关注和持续的发

展[20-22]. Klieber和 Riviere[23] 在解耦两相渗流微分方

程组的基础上, 提出了不可压缩两相流自适应间断

有限元方法. Epshteyn和 Rivière[24] 提出了多孔介质

不可压缩两相流完全隐式方程的不连续伽辽金方

法, 该方法在结构化和非结构化网格计算中都具有

较好的鲁棒性. 李子然和吴长春[25]、陈韵骋等[26] 建

立了基于线弹性力学问题的局部间断有限元方法.
在流固耦合方面, Liu 等[27-28] 提出了连续和间断伽

辽金耦合框架, 利用自适应加罚方法提高间断伽辽

金有限元方法在模拟大型多孔弹性问题时的适用性

和计算效率, 并将此方法推广至多孔介质水力压裂

模拟中. 目前关于间断伽辽金有限元方法在计算可

压缩两相流固模型方面的研究鲜有报道, 还有待进

一步深入研究.
基于上述认识, 本文首先建立可压缩两相流固

耦合控制方程, 其中包括考虑毛细压力和重力作用

的可压缩两相渗流方程以及线性多孔弹性方程. 在
此基础上, 推导出流固耦合方程的间断伽辽金弱形

2236 力            学            学            报 2021  年 第  53  卷



式; 然后, 通过一维 Terzaghi流固问题验证模型的准

确性; 最后, 分别开展二维平面应变条件下和考虑重

力效应的三维流固数值算例, 分析流体压力、饱和

度以及固体应力、位移的分布特征, 探讨加罚因子

对模拟结果的影响. 

1     两相流固耦合控制方程
 

1.1    两相渗流方程

假设模型中湿润相和非湿润相为不混溶流体,
两者在多孔介质中的流速满足达西定律. 在考虑毛

细压力、重力效应和固体变形的基础上, 等温可压

缩两相渗流控制方程可表示为[2, 29]

ϕS nwρnwCnw
∂pnw

∂t
−ϕρnw

∂S w

∂t
+S nwρnw

∂εv

∂t
+

∇ ·
[
−ρnw

kkrnw

µnw
(∇pnw+ρnw g)

]
= Qnw (1)

ϕS wρwCw
∂pnw

∂t
+ (ϕρw−ϕS wρwCw |pc|)

∂S w

∂t
+

S wρw
∂εv

∂t
+∇·

[
−ρw

kkrw

µw
(∇pnw− |pc|∇S w+

ρw g)
]
= Qw (2)

β为 w nw

S β ρβ µβ Cβ

pβ k

krβ Qβ εv

pc |pc|

式中, 下标   和   分别表示湿润相和非湿润相,
 为饱和度,    和   分别为流体密度和黏度,    为

流体压缩系数,    为流体压力,    为多孔介质绝对渗

透率张量,     为相对渗透率,     为源汇项,     为体

应变,    和   分别为毛细压力和毛细压力对湿相饱

和度的导数.
为了求解方程, 需要补充如下辅助公式

S w+S nw = 1 (3)

pc = pnw− pw = pe(S e)−
1
λ (4)

S e =
S w−S rnw

1−S rw−S rnw
(5)

pe S e λ

S rw S rnw

式中,    为毛细管吸入压力,    为有效饱和度,    为

孔径分布指数,    和   分别为湿润相和非湿润相

的残余饱和度.
此外, 选取 Genuchten−Mualem相对渗透率模型描

述湿润相和非湿润相的流通能力, 表达式如下所示[30]

krw =


√

S e
[
1−

(
1−S e

1/ω
)ω]2

, if S w < 1

1, if S w ⩾ 1
(6)

krnw =


1− krw, if S rnw = 0

(1−S e)2
(
1−S e

2
)
, if S rnw > 0

(7)

模型的初始条件为

pnw (x, t = 0) = pnw0 (8)

S w (x, t = 0) = S w0 (9)

模型中 Dirichlet和 Neumann边界条件如下所示

pnw (x, t) = pb
nw (10)

S w (x, t) = S b
w (11)

λnw (∇pnw+ρnw g) · n= gnw (12)

λw (∇pnw− |pc|∇S w+ρw g) · n= gw (13)

λnw = −ρnw
kkrnw

µnw
λw = −ρw

kkrw

µw
n

pnw0 pb
nw

S w0 S b
w

gw gnw

式中,    ,    ,    为单位法向

量,    和   分别为初始和边界上非湿润相孔隙压

力,     和    分别为初始和边界上湿润相饱和度,
 和   分别为边界上湿润相和非湿润相的流量. 

1.2    两相渗流方程的间断伽辽金弱形式

Ω ∂Ω

∂Ωo ∂Ωi

∂Ωi E+

E− ∂Ωo ∂ΩoD

∂ΩoN ∂Ωo = ∂ΩoD∪∂ΩoN

Th
∪ {E} Ω ∂E = ∂Ωo∪∂Ωi

图 1 为模拟几何区域、边界条件和网格示意

图. 在计算域   中, 边界   由不与内部单元接触的

外边界    和内部相邻单元共享的内边界    两部

分组成. 由图 1 可知, 内边界    为相邻单元    和

 共同拥有; 外边界    由 Dirichlet 边界    和

Neumann边界   两者构成, 即   .
设   为   , 是区域    的正则剖分,  
表示为所有边界的集合, 则间断有限元空间定义为

Q (Th) = {V ∈ L2 (Ω) : V |E ∈ pr (E) ,∀E ∈ Th} (14)

pr (E)式中, 离散空间   为单元 E 上不超过 r 次的多项

式的集合.
为了推导两相渗流方程的间断伽辽金弱形式,

 

∂ΩoN

∂Ωi

∂E

∂E

∂ΩoD ∂Ωo

E+

E−n−
n+ n=

 
图 1   几何区域、边界条件和网格示意图

Fig. 1    Domain with boundary conditions and mesh skeleton
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p̃nw首先在式 (1) 等号的两侧乘以试函数   , 并在单元

计算域 E 内进行积分, 可得到

w
E

(
ϕS nwρnwCnw

∂pnw

∂t
−ϕρnw

∂S w

∂t

)
p̃nwdV+

w
E
∇ · [λnw (∇pnw+ρnw g)

]
p̃nwdV =w

E
Qnw p̃nwdV (15)

利用分部积分和散度定理, 式 (15) 中等号左侧

第二项可表示为w
E
∇ ·

[
λnw (∇pnw+ρnw g)

]
p̃nwdV =w

∂E
λnw (∇pnw+ρnw g) · np̃nwdS−w

E
λnw (∇pnw+ρnw g) · ∇ p̃nwdV (16)

将式 (16)代入式 (15), 累加所有单元区域, 可得∑
E∈Th

w
E

(
ϕS nwρnwCnw

∂pnw

∂t
−ϕρnw

∂S w

∂t

)
p̃nwdV−

∑
E∈Th

w
E
λnw (pnw+ρnw g) · ∇ p̃nwdV+

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λnw (∇pnw+ρnw g) · np̃nwdS =

∑
E∈Th

w
E

Qnw p̃nwdV (17)

∂Ωi在间断伽辽金方法中, 变量在单元内边界   处

满足不连续设定, 因此式 (17) 中等号左侧第三项可

以改写为∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λnw∇pnw · np̃nwdS =

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λ+nw

(∇p+nw+ρ
+
nw g

) · n+ p̃+nw+

λ−nw
(∇p−nw+ρ

−
nw g

) · n− p̃−nwdS =∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E

[[λnw (∇pnw+ρnw g) p̃nw]]dS (18)

将式 (18) 代入式 (17) 中, 结合稳定项、加罚函

数项以及相应边界条件, 可得∑
E∈Th

w
E

(
ϕS nwρnwCnw

∂pnw

∂t
−ϕρnw

∂S w

∂t

)
p̃nwdV−

∑
E∈Th

w
E
λnw (∇pnw+ρnw g) · ∇ p̃nwdV+

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λnw ⟨ (∇pnw+ρnw g) ⟩ [[p̃nw]]dS+

ωf

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λnw ⟨ ∇ p̃nw ⟩ [[pnw]]dS+

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E

δf

h
[[pnw]] · [[p̃nw]]dS+

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E
λnw (∇pnw+ρnw g) · np̃nwdS+

ωf

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E
λnw∇p̃nw · n

(
pnw− pb

nw

)
dS+

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E

δf

h

(
pnw− pb

nw

)
p̃nwdS =

∑
E∈Th

w
E

Qnw p̃nwdV −
∑

∂E∈∂ΩoN

w
∂E

gnw p̃nwdS (19)

⟨ X ⟩ = 1
2
(
X · n+−X · n−) [[X]] = X · n++X · n−

X h

δf ωf

ωf = 1

ωf = 0

ωf = −1

ωf = 1

式中 ,      和  

分别为   在相邻单元共同边界上的平均和跳跃,    为

单元尺寸,    为加罚因子,    的选取决定了间断有限

元方法的类型 .      , 表示为非对称内罚伽辽金

法 (non-symmetric interior penalty Galerkin method,
简称 NIPG);     , 表示为非完全内罚伽辽金法

(incomplete interior penalty Galerkin method, 简称

IIPG);    , 表示为对称内罚伽辽金法 (symme-
tric interior penalty  Galerkin method, SIPG). 在本文

中, 选取   
[23], 则式 (19)为流体方程的非对称内

罚伽辽金弱形式.
利用上述类似的推导过程和方式, 可以得到式 (2)

的间断伽辽金弱形式, 如下所示∑
E∈Th

w
E

[
ϕS wρwCw

∂pnw

∂t
+

(ϕρw−ϕS wρwCw |pc|)
∂S w

∂t

]
S̃ wdV+∑

E∈Th

w
E
λw (|pc|∇S w−∇pnw−ρw g) · ∇S̃ wdV−

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λw |pc| ⟨ ∇S w ⟩ [[S̃ w]]dS+

ωf

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λw |pc| ⟨ ∇S̃ w ⟩ [[S w]]dS+

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E

δf

h
[[S w]] · [[S̃ w]]dS+

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λw ⟨ (∇pnw+ρw g) ⟩ [[S̃ w]]dS+

ωf

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
λw ⟨ ∇S̃ w ⟩ [[pnw]]dS+

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E

δf

h
[[pnw]] · [[S̃ w]]dS−

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E
λw |pc|∇S w · nS̃ wdS+
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ωf

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E
λw |pc|∇S̃ w · n

(
S w−S b

w

)
dS+

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E

δf

h

(
S w−S b

w

)
S̃ wdS+

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E
λw (∇pnw+ρw g) · nS̃ wdS+

ωf

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E
λw∇S̃ w · n

(
pnw− pb

nw

)
dS+

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E

δf

h

(
pnw− pb

nw

)
S̃ wdS =

∑
E∈Th

w
E

QwS̃ wdV −
∑

∂E∈∂ΩoN

w
∂E

gwS̃ wdS (20)

式 (19)和式 (20)为考虑固体变形作用下可压缩

两相渗流方程的间断伽辽金有限元方法的弱表达形式.
 

1.3    固体变形方程及其弱形式

假设多孔介质固体变形满足弹性小变形条件,

那么固体变形的平衡方程、几何方程、本构方程以

及边界条件如下所示

∇ ·σ+ f = 0, on Ω (21)

ε =
1
2

(
∇u+∇uT

)
, on Ω (22)

σ = D : ε, on Ω (23)

u = ub, on ∂ΩoD (24)

σ · n= t, on ∂ΩoN (25)

σ = σ′−αIp式中, 总应力   , 则式 (21)可改写

∇ · (σ′−αIp
)
+ f = 0 (26)

σ′ ε u

f α D

I p = S nw pnw+S w pw

式中,    为有效应力张量,    为应变张量,    为位移张

量,    为体积力张量,    为 Biot 常数,    为 4 阶弹性

张量,    为单位张量, 平均孔隙压力   .

利用类似式 (19) 和式 (20) 的推导过程, 结合相

应的边界条件, 可以得到固体变形方程的弱形式, 如

下所示∑
E∈Th

w
E
σ
′

: ε
(
ũ
)
dV −

∑
E∈Th

w
E
αIp : ε

(
ũ
)
dV−

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
⟨ σ′ −αIp ⟩ · n[[ũ]]dS+

ωs

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E
⟨ σ′ (ũ)−αIp ⟩ · n[[u]]dS+

∑
∂E∈∂Ωi

w
∂E

Gδs

h
[[u]] · [[ũ]]dS−

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E

[
σ
′ (

ũ
)−αIp

]
· ñudS+

ωs

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E

[
σ
′ (

ũ
)−αIp

]
· n

(
u−ub

)
dS+

∑
∂E∈∂ΩoD

w
∂E

Gδs

h
ũ ·

(
u−ub

)
dS =

∑
E∈Th

w
E

f · ũdV −
∑

∂E∈∂ΩoN

w
∂E

t · ũdS (27)

ũ G δs

ωs = 0

式中,    为试函数,    为剪切模量,    为加罚因子. 本
文选取   

[26], 则式 (27) 为固体变形方程的非完

全内罚伽辽金弱形式. 

1.4    数值方法的实现

方程式 (19), 式 (20) 和式 (27) 是多孔介质中可

压缩两相渗流和固体变形的弱形式. 本文利用通用

有限元软件 COMSOL Multiphysics 内置的 Weak
Form PDE模块求解可压缩两相流固耦合模型. 基于

二次不连续拉格朗日形函数构建对解域的间断伽辽

金有限元逼近, 选取向后差分公式 (backward differen-
tiation formula, BDF)隐式求解器. 其中, BDF求解器

采用自适应时间步长算法和可变离散化阶数, 离散

化的 BDF 精度从 1 ~ 5 不等. 基于 LU 分解, 采用

MUMPS (multifrontal massively parallel sparse)直接

求解器对线性系统进行求解, 并选取完全耦合的求

解器 (fully coupled solver)将线性求解器应用于牛顿

单步法的非线性问题. 默认情况下, 初始时间步长设

置为结束时间的 0.1%, 相对容差为 0.01. 

2     模型验证

q = −5.00

2h = 10.00

1.00×10−12 m2

1.00×10−12 Pa−1 1.00×10−3 Pa · s
δf δs

图 2描述了一维 Terzaghi固结问题的几何示意

图以及相应的边界条件. 为了确保孔隙压力沿上下

两端保持为零, 设置模型上下两端为排水边界. 在模

型上边界瞬间施加均布载荷    MPa. 本模型

长度    m, 其他参数的具体取值如下[2]: 剪切

模量为 30.00 GPa, 压缩模量为 50.00 GPa, 多孔介质

渗透率为   , 孔隙度为 0.25, 流体压缩系

数为   , 流体黏度为    , 加
罚因子   和   分别设置为 1.00和 10.00[31].

图 3 为 Terzaghi 固结问题的理论解[32] 和 DG
有限元数值解的比较. 结果显示, DG 有限元计算得

到的数值解与理论解吻合较好, 进而验证了间断伽

辽金方法在求解流固耦合方程时的可行性和有效性. 
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3     算例分析
 

3.1    二维平面两相流固算例

1.00×10−14 m2

0.20

−1.00 × 107

本节利用间断伽辽金方法开展在二维平面应变

条件下两相渗流和固体变形耦合数值计算. 在本算

例中, 分别选取水和氢气作为湿润相和非湿润相. 模
型的几何尺度、初始条件、边界条件和监测线如

图 4 所示. 模型的长度和宽度均设置为 10.00 m. 多
孔介质的弹性模量和泊松比分别为 10.00 GPa 和
0.30; 渗透率和孔隙度分别设定为    和

 . 模拟区域的初始气体压力为 4.00 MPa, 初始水

饱和度为 0.80. 模拟左边界和下边界为位移约束, 在
上边界和右边界分别施加    MPa (负号表

示压应力方向)的垂直和水平应力. 模型左下角为注

入边界 , 设置注入的氢气压力和水饱和度分别为

5.00 MPa和 0.80; 右上角为出口边界, 出口气体压力

和水饱和度设置为 4.00 MPa和 0.20.
数值模拟分两个阶段开展. 首先, 开展储层力学

和流体平衡的稳态计算. 然后, 将第一步计算得到的

应力和孔压等水力信息作为含水层氢气注入模拟算

例的初始条件. 整个模拟时间为 1500 s, 其他变量的

具体数值如表 1所示.
  

表 1   两相流固数值模拟的属性参数

Table 1    Parameters for two-phase flow simulation

Parameter Value Unit

Eelastic modulus,   30.00  GPa 

νpoisson's ratio,   0.25  − 

kpermeability,   1.00×10−14  m2 

ϕporosity,   0.20  − 

ρw0water density,   1000.00  kg/m3 

µwwater viscosity,   1.00×10−3  Pa · s 

cwwater compressibility[32],   3.84×10−10  Pa−1 

ρnw0hydrogen density,   3.18  kg/m3 

µnwhydrogen viscosity,   9.02×10−6  Pa · s 

cnwhydrogen compressibility[32],   7.71×10−7  Pa−1 

peentry pressure,   1.00×104  Pa 

λdistribution index,   0.46  − 

ωrelative permeability variable,   2.00  − 

ωfvariable,   1.00 − 

δfpenalty factor[27],   1.00 − 

ωsvariable,   0.00 − 

δspenalty factor[27],   10.00 − 

 
q

h

h

z

xO

 
图 2   Terzaghi固结问题几何示意图

Fig. 2    Sketch of Terzaghi’s consolidation problem

 
1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

z/
h

analytical result, t = 0.2
analytical result, t = 0.3
analytical result, t = 0.5
numerical result

p/pi 
图 3   Terzaghi固结问题理论解和数值解的比较

Fig. 3    Comparison of the analytical and numerical results for
Terzaghi’s consolidation problem

 

no flow
pnw = 4 MPab
Sw = 0.8b

pnw = 5 MPab

Sw = 0.2b

pnw0 = 4 MPa
Sw0 = 0.8
initial conditions:

0.1 m

0.
1 

m

10 m

10
 m

y
x

no flow

no flow
roller boundary

no flow

roller boundary
no displacement normal to the boundary

t x 
=

 −
l×

10
7  M

Pa

ty = −l×107 MPa

monito
rin

g lin
e (

0, 0
.05)-(

10, 9
.95)

 
图 4   模拟几何尺度、初始和边界条件

Fig. 4    Simulation geometrical configuration with boundary and initial
conditions
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pnw S w u σ
′
x

图 5和图 6分别给出了注气第 1500 s气体压力

 、水饱和度   、水平位移   和水平有效应力 

的空间分布云图以及变量沿监测线的分布图. 由图 5

和图 6可知, 随着氢气的持续注入, 气体压力影响范

围扩大至距注入边界 7 m 左右, 并引起固体膨胀变

形且变形影响范围扩散至边界处. 究其原因是因为

在多孔弹性介质中位移或者应变可传播到压力前沿

之前. 受毛细压力和气水两相物理属性差异的共同

影响, 氢气主要聚集于注入边界附近. 在多孔介质内

孔压在远离注入边界的过程中呈现递减趋势, 而有

效应力沿监测线增加. 

3.2    加罚因子的影响

δs = 0.10

u σ
′
x

δs = 0.10 u σ
′
x

δf = 0.01

pnw S w

u σ
′
x pnw S w

δs

δf

δs δf

图 7给出了   , 1.00和 10.00时水平位移

 和水平有效应力    沿监测线的分布. 图 8 给出了

 时水平位移    和水平有效应力    的分布云

图. 图 9 给出了   , 0.10, 1.00 和 10.00 时气体

压力   、水饱和度   沿监测线的分布. 结果表明,
不同加罚因子条件下, 变量   ,    ,    和   沿着监

测线的变化趋势大体保持一致. 在计算固体变形时,
计算结果对加罚因子的选取更为敏感. 当     = 0.10
时, 应力和位移均在局部出现明显的波动; 当     =
0.01时, 饱和度在小范围内发生轻微浮动. 这主要由

于加罚因子   和   的降低减少了自变量位移、压力

以及饱和度在单元处弱连续性的约束, 造成了变量
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图 5   第 1500 s气体压力   、水饱和度   、水平位移   和水平有

效应力   的分布云图

pnw S w

u σ
′
x

Fig. 5    The distribution of gas pressure    , water saturation    ,
horizontal displacement     and horizontal effective stress     at t = 1500 s
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图 6   第 1500 s时气体压力   、水饱和度   、水平位移   和

水平有效应力   沿监测线的分布

pnw S w

u σ
′
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Fig. 6    The profiles of gas pressure    , water saturation    ,
horizontal displacement     and horizontal effective stress     along the

monitoring line at t = 1500 s
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局部波动的现象. 通过适当提高加罚因子可以加强

变量在跨越单元交界面处的连续性, 但是较高的加

罚值会引发病态条件矩阵的可能性.

δs

erru

errs

值得注意的是, 受流体边界条件、初始条件以

及流体方程的非线性特征等因素的影响, 传统有限

元方法在求解本节流体模型时无法收敛, 此情况在

一定程度上体现了间断伽辽金有限元在求解可压缩

两相流固方程上的优越性. 本节将传统有限元的计

算结果作为基准方案, 通过比较间断伽辽金有限元

和传统有限元两者计算得到的水平位移和水平有效

应力之间的相对误差, 分析加罚因子   对计算结果

的影响. 水平位移和水平有效应力的计算误差  

和   的表达式为[33]

erru =

√
1

|l| (∆uCG)2

∑
E

|h| (uDG−uCG)2 (28)

errs =

√√
1

|l|
(
∆σ

′
xCG

)2

∑
E

|h|
(
σ
′
xDG−σ

′
xCG

)2
(29)

l uCG σ
′
xCG

∆uCG

∆σ
′
xCG uCG σ

′
xCG uDG σ

′
xDG

式中,    为几何模型尺度,    和    分别为有限元

方法计算得到的水平位移和水平有效应力,    和

 分别为   和   极差,    和   分别为间

断有限元方法计算得到的水平位移和水平有效应力.
δs图 10给出了不同加罚因子   条件下间断伽辽金
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图 7   第 1500 s时不同加罚因子   条件下水平位移   和水平有效应

力   沿监测线的分布
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Fig. 7    The profiles of horizontal displacement     and horizontal
effective stress     along the monitoring line at t = 1500 s with different

values of penalty parameter  
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Fig. 8    The distribution of horizontal displacement     and horizontal
effective stress     with     at t = 1500 s

 

ga
s p

re
ss

ur
e,

 p
nw

/M
Pa

5.2
5.0
4.8
4.6
4.4
4.2
4.0
3.8

0 5 10 15
arc length/m

δf = 0.01
δf = 0.10
δf = 1.00
δf = 10.00

(a)

(b)

0.81
0.80
0.79

0.78
0.50 1.0 1.5

δf = 0.01
δf = 0.10
δf = 1.00
δf = 10.00

w
et

tin
g 

sa
tu

ra
tio

n,
 S

nw

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4

0.2
0.3

0 5 10 15
arc length/m

 
δf pnw

S w
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 沿监测线 (0, 0.05)−(10, 9.95)的分布
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Fig. 9    The profiles of gas pressure     and water saturation     along
monitoring line at t = 1500 s with different values of  
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δs

有限元和传统有限元方法计算得到的水平位移和水

平有效应力的比较. 结果表明, 随着   的增加, 间断

有限元与传统有限元计算得到的水平方向的变形和

应力的相对误差随之减少, 这说明了加罚项的增加

可以有效抑制有限元函数在跨越单元时的不连续性.
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δs图 10   不同加罚因子   条件下间断有限元和传统有限元方法计算水

平位移和水平有效应力的比较

δs

Fig. 10    Comparison of the horizonal displacement and horizonal
effective stress between DG and the CG results with different values of

penalty parameter  
  

3.3    考虑重力效应的两相流固三维算例

tx = tz = −1.00 × 107 MPa

gnw =

在本节中, 将开展含水层注氢气的三维数值模

拟. 在此算例中, 侧重分析流体重力效应对模拟结果

的的影响. 如图 11 所示, 三维算例的几何尺度为

100.00 m×2.00 m×10.00 m. 模拟上边界和右边界为

应力边界且     ,  其余边界均

设定为位移约束. 氢气从左侧边界注入, 注入率 

1.00 × 10−4 kg/(m2 · s) , 右侧为出口边界, 边界上的气

体压力和水饱和度分别为 4.00 MPa和 0.20, 其余边

界则为不流动边界. 整个注气过程持续 1 d, 其他变

量的数值如表 1所示.
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2 m

tz = −1×10
7 MPa

pnw = 4 MPab
Sw = 0.8b

t x 
=

 −
1×

10
7  M

Pa

 
图 11   三维模型几何尺度以及模拟初始和边界条件

Fig. 11    Geometrical configuration with boundary and initial conditions
of 3D case
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图 12   注气 1 d后气体压力   、气体饱和度   、垂直位移   和

水平有效应力   的分布图
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Fig. 12    The distribution of gas pressure    , gas saturation    ,
vertical displacement     and horizontal effective stress     after 1 day of

injection
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x
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图 12 给出了注气 1 d 后气体压力   、气体饱

和度   、垂直位移   和水平有效应力   的分布云

图. 图 13为在考虑和不考虑重力效应两种情况下点

a, b 和 c 处气饱和度   随时间变化图. 由图 12 可

知, 氢气注入 1 d 后, 孔压沿着水平 x 方向传播至距

左边界约 70.00 m处, 储层边界处气体饱和度和孔隙

压力分别增加至约 0.52和 6.50 MPa, 孔压的增加引

起垂直位移的提高和水平有效应力的降低. 在注入

过程中, 由于氢气和水两者密度的差异, 引起气体上

浮且聚集于模型顶部, 造成顶部点 c 处气体饱和度

要明显高于底部点 a 处气体饱和度.
  

point c (1, 1, 9.8)
point b (1, 1, 5.0)
point a (1, 1, 0.2)

point a, with gravity
point b, with gravity
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S nw图 13   考虑和不考虑重力效应算例中点 a, b 和 c 处气饱和度   随

时间变化图

S nwFig. 13    The temporal evolution of gas saturation     at points a, b and
c in the cases with and without gravity

  

4     结论

本文建立了考虑毛细压力和重力效应的可压缩

两相渗流与孔隙介质变形耦合作用的力学模型. 在
此基础上, 分别推导出变形孔隙介质中两相渗流方

程的非对称内罚伽辽金弱形式以及固体变形方程的

非完全内罚伽辽金弱形式. 主要结论如下:
(1) 通过对比一维 Terzaghi 固结问题的解析解

和数值解, 验证了间断伽辽金有限元方法在求解流

固耦合问题方面的可行性和准确性;
(2) 开展了二维平面应变条件下和考虑重力效

应作用的三维两相流固数值算例. 结果显示, 随着气

体的注入, 气体饱和度和孔压随之增加, 导致多孔介

质膨胀变形和有效应力降低. 由于重力的影响, 气体

会上浮聚集于顶部边界;

δf δs

(3)在二维平面算例中, 讨论了加罚因子对计算

结果的影响. 结果表明, 在相同网格条件下, 加罚因

子   和   的降低会导致流体和固体信息在局部出现

δs

δs

不同程度的波动. 固体变形参量对加罚因子   更为

敏感, 提高加罚因子   可以有效抑制位移和应力在

跨越单元时的不连续性.
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