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一种从离散模拟到连续介质弹性模拟的过渡方法
1)

宓思恩 *, †    刘小明 *    魏悦广 **, 2)

* (中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室, 北京 100190)

† (中国科学院大学工程科学学院, 北京 100049)

** (北京大学工学院力学与工程科学系, 北京 100871)

摘要　提出了一种从离散分子动力学模拟 (MD) 到连续介质弹性有限元计算分析 (FEA) 的过渡方法, 简称

MD-FEA方法. 首先通过MD计算获得晶体材料原子的移动位置, 然后根据晶体结构的周期性特征构造连续介

质假设下的有限单元变形模型, 进一步结合材料的力学行为本构关系获得应变和应力场. 为了检验MD-FEA方

法的有效性, 将该方法应用于详细分析 Al-Ni软硬组合两相材料纳米柱体的拉伸变形问题和基底材料为 Al球

形压头材料为金刚石的纳米压痕问题. 采用MD-FEA方法获得了上述两种问题的应力−应变场, 并将计算结果

分别与传统 MD 方法中通过变形梯度计算的原子应变以及原子的位力应力进行了比较, 详细讨论了用 MD-

FEA方法计算的应力−应变场与传统MD原子应变和位力应力的区别, 并对MD-FEA方法的有效性及其相较

于传统MD方法所具有的优势进行了探讨. 结论显示, MD-FEA方法与传统MD方法在应力−应变变化平缓的

区域得到的结果接近, 但在变化剧烈的区域以及材料的表/界面区域, MD-FEA方法能够得到更加精确的结果.

同时, MD-FEA方法避免了传统MD方法中, 需要人为选取截断半径以及加权函数所导致的误差. 另外, 当应变

较大时, MD-FEA方法计算的小应变与传统MD方法计算的格林应变存在一定差异, 因此, MD-FEA方法更适

合应变较小的情形.

关键词　MD-FEA方法, 应力−应变场, 原子应变, 位力应力
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A TRANSITION METHOD FROM DISCRETE SIMULATION TO ELASTIC FEA OF
CONTINUOUS MEDIA1)

Mi Sien *, †    Liu Xiaoming *    Wei Yueguang **, 2)
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† ( College of Engineering Science, University of the Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China)
** ( Department of Mechanics and Engineering Science, College of Engineering, BIC-ESAT, Peking University, Beijing 100871, China)

Abstract     A transition method from discrete molecular dynamics (MD) simulation to continuum elastic finite element
analysis (FEA) is proposed. Firstly, the moving position and displacement of crystal material atoms is obtained by MD
calculation, and then the finite element deformation model under the assumption of continuous medium is constructed
according to the characteristics of crystal structure. Further, the strain and stress fields are obtained combined with the
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constitutive relationship of material mechanical behavior. In order to test the effectiveness of the MD-FEA method, this
method is applied to analyze the tensile deformation of Al-Ni soft-hard composite nano cylinder and the nano indentation
of substrate Al with spherical diamond indenter. The stress and the strain fields of the above two problems are obtained
by MD-FEA method, and the calculated results are compared with the atomic strain calculated by discrete deformation
gradient and the atomic potential stress in traditional MD method. The difference between the stress and strain field
calculated by MD-FEA method and the traditional MD atomic strain and potential stress is discussed in detail, and the
effectiveness of MD-FEA method and its advantages over traditional MD method are discussed. The result shows that the
MD-FEA method and the traditional MD method are consistent when the stress and strain change softly in the volume,
and in the area where stress and strain change rapidly and in the surface/interface area, the MD-FEA method can
calculate the result more precise. Meanwhile, the MD-FEA method avoid the selection of the cutoff radius and weighting
functions, which is necessary in traditional MD method and can lead to human error in some circumstances. When the
strain is large, there are obvious difference between the small strain calculated by MD-FEA method and the Green strain
calculated by traditional MD method. Thus the MD-FEA method is more suitable for the situation that the stress and
strain is small.

Key words    molecular dynamics-finite element analysis method, strain/stress field, atom strain, virial stress

 

引 言

先进结构材料基于微纳米结构设计, 其宏观力

学性能依赖于微纳米结构, 具有跨尺度力学特征[1-4].
对其跨尺度力学性能的准确模拟, 需要采用从微观

的离散MD (molecular dynamics)模拟到宏观的连续

介质表征. 然而从离散体系到连续介质体系的过渡

是面临的挑战性科学和技术难题. 原子模拟理论和

方法的发展使得材料在纳米尺度下的力学行为得到

了充分的研究[5-9]. 如何将原子模拟方法与基于连续

介质力学理论的表征相关联, 把握先进材料的跨尺

度力学行为, 有效地建立先进材料的跨尺度力学理

论, 从而有效表征其在不同尺度下的力学性能成为

一个重要的研究方向[10-13]. 其中, 如何在离散原子体

系中计算针对连续介质定义的力学变量也是亟需解

决的一个重要的科学技术问题. 由于在原子模拟中

(如 MD), 模型由离散的原子构成, 体系中对于应力

和应变等连续介质力学理论框架下的力学变量并没

有统一的定义. 许多研究都试图在原子模拟中定义

与传统连续介质力学等效的应力和应变, 由于原子

结构及原子运动的多样性和离散特征, 基于该过程

给出的应力和应变的定义是难以直接与连续介质理

论的应力−应变定义形成有效过渡的, 在过渡区不可

避免地引起非平衡“鬼力”. 为此, 本文试图建立一种

从离散模拟 (MD) 到连续介质弹性 FEA (fini te
element analysis) 的过渡方法. 在介绍这一过渡方法

之前, 下面首先简要回顾一下若干 MD 模拟研究中

相关应力和应变概念的定义和原理.
在离散体系 MD 方法中, 人们也曾对应力和应

变的概念进行过定义和相关研究, 例如, Irving 和

Kirkwood[14] 在流体力学方程的推导中, 根据统计力

学原理定义了位力应力 (virial stress)的概念, 其中连

续流体中的每一微小部分都被视为由 N 个微粒所组

成的系统, 应力则被描述为该系统所受的面力, 其中

包含动能项与微粒间的作用力项. 这种方法在计算

过程中引入了适当的时间和空间量的平均, 并且在

计算微粒间的相互作用力时, 为了将统计力学与流

体力学运动方程相联系, 只考虑通过微粒中心的作

用力项, 因此在计算微粒间作用力项时, 只计算了微

粒的正应力 .  Hardy 等 [ 15 - 16 ] 注意到在 Irving 和

Kirkwood[14] 的工作中, 离散系统中守恒定律的准确

性依赖于整体的平均, 研究过程中引入了无穷级数

和狄拉克 δ 函数, 需要通过近似求解确定. Hardy 使

用了一种局域函数来代替狄拉克 δ 函数 ,  以克服

Irving 和 Kirkwood 的工作在数学上的复杂性. 这种

局域函数代表对一个空间原子的运动产生显著影响

的所有原子所占有体积的特征尺度, Hardy证明了这

种局域函数的取值范围可以任意选择, 通过取极限,
获得稳定的位力应力值 .  Z immerman 等 [ 1 7 ] 将

Hardy 提出的计算方法与局部平均的位力应力作对

比, 显示 Hardy 的方法在绝大多数情况下的精确性

更优于局部平均的位力应力. 在这两种表达式中, 选
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取不同特征体积时计算得到的应力值不同, 但其波

动的幅度都可以通过适当扩大参与计算的特征体

积, 或引入适当的时间平均降到最低, 以此得到一个

稳定值. Tsai[18] 提出了另一种计算应力的方法, 该方

法考虑了通过特定边界的力和动量通量, 来计算边

界所包含部分的应力. 通过边界的合力的法向分量

计算体内的正应力, 边界面内的切向分量计算剪应

力. Lutsko[19] 进一步发展了 Irving和 Kirkwood[14] 的
研究工作, 通过局部的动量平衡方程和体积平均推

导出应力张量. Zhou[20] 在其理论中指出, 传统的

Cauchy 应力应该与原子的速度无关, 只有分子间作

用力部分才能真正对应于传统 Cauchy应力. 位力应

力的动能项依赖于原子的质量和速度, 会违背动量

守恒, 且不具备明确的物理意义. Liu 和 Qu[21] 则从

柯西应力的原始定义出发, 论证了在经过合适的时

间平均后, 基本的拉格朗日原子应力与柯西应力等

效, 进一步提出了不含原子速度项的拉格朗日应力

和欧拉应力, 并证明经典的位力应力实际上对应欧

拉位力应力. Falk和 Langer[22] 在研究材料不可逆的

剪切变形时, 将局部的应变定义为一定范围内, 邻近

原子相对于中心原子的实际位移与发生均匀变形时

的位移的均方差的最小值. Shimizu 等[23] 在测量局

部弹性应变时引用了其中均匀应变的计算. 这是通

过局部变形矩阵计算的拉格朗日应变, 本质上反应

原子与其邻近原子间的相对运动. 虽然应变计算的

形式简单, 但是 Gullett 等[24] 指出, 其中刚体的转动

部分可能产生虚构的剪应变, 导致计算错误. 他们同

时在文中介绍了变形梯度的计算, 并与传统的连续

变形梯度进行对比. 同时, 为了区分最邻近原子与稍

远的原子的不同贡献, 在变形梯度计算时引入了权

函数. 为了建立材料的原子运动离散体系与连续介

质体系的应力和应变概念的关联, Mott等[25] 通过考

虑原子结构特征给出了一种定义变形梯度的几何方

法, 以此获得对应变的定义.
由于原子的位置坐标本质上是离散的, 计算所

得的原子尺度的应力与应变值也是离散的, 同时, 以
上所有的计算方法都需要选取一个合适范围来确定

计算所包含的邻近原子 (选取截断半径), 该范围的

确定在一定程度上是任意的, 其明显地对计算结果

产生影响. 在应力计算时采用的局域函数, 以及计算

变形梯度时的权函数也是通过不精确地拟合原子相

互作用与原子间距离的关系所得, 都会使计算结果

受到人为因素的影响 .  因此 ,  通过传统离散体系

MD 模拟计算的应力与应变与连续介质力学框架下

定义应力与应变之间存在一定的差异.
本文针对晶体材料的微观周期性结构特征, 提

出一种协同考虑材料原子结构、运动、模拟以及连

续介质有限元分析的耦合计算方法, 即 MD-FEA 方

法, 将原子模拟结果直接转变为已知有限元节点位

移的应力应变场的后处理问题, 避免了在后处理过

程中仍需选取截断半径的问题. 该方法的显著优点

体现在: 既直接将原子运动离散体系转化为连续介

质体系的力学场计算, 又避免了传统原子模拟方法

在后处理过程中由于选择截断半径而引起的误差.
对于许多具有周期性晶格排布的材料 (如 FCC, BCC
和 HCP 等), 将基本原子结构选为连续介质有限单

元十分容易, 同时以原子位移作为单元结点位移, 计
算有限单元内的力学场也十分方便. 因此, 本文建立

了一种结合了分子动力学与有限元分析的计算方

法 (MD-FEA), 针对典型 FCC 晶体材料结构的力学

问题 (如, Al/Ni 双材料纳米杆的拉伸与纳米压痕),
开展新方法与 MD 方法的比对研究, 以验证新方法

的有效性. 

1     MD-FEA 方法

由于晶体材料中原子的排布具有周期性 (如
FCC, BCC和 HCP等), 有利于将整个晶体材料的原

子模型分割为有规律的单元体, 进而整个模型的力

学行为便可以运用有限元分析, 通过各个单元的变

形进行描述. 以图 1中的面心立方晶体为例, 分子动
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图 1   14节点单元示意图

Fig. 1    Schematic diagram of a 14-node element
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力学模型中的原子可以分割成若干有限元中的六面

体单元, 每个 MD 模型中原子都可以视为单元中的

节点. 因此, 每个 FEA 六面体单元包含 14 个节点,
8 个位于六面体的顶点, 6 个位于六面体的面心. 每
个顶点的原子同属于 8 个单元, 面心的原子同属于

2个单元. 因此, 通过MD模拟得到每个原子的位移

即为对应单元的节点位移, 六面体单元的应变场可

以通过属于该单元的 14 个节点的位移进行插值计

算. 与传统 FEA 方法不同的是, 这种方法不需要计

算模型的刚度矩阵 ,  每个节点的位移都是通过

MD模拟获得的. 

1.1    MD 模拟的相关基本关系

求解原子的牛顿运动基本方程为

mi r̈i = Pi = −
∂U(r1, r2, · · · , rn)

∂ri
, i = 1,2, · · · ,n (1)

其中 ri, mi, Pi 分别为原子 i 的位置、质量和其受到

的作用力, U 为 n 个原子所组成的系统的总势能, 由
系统中每个原子的作用势求和得到. 对晶体结构金

属材料, 常用的两种原子作用势为: Lennard-Jones
(L-J)作用势和镶嵌原子势 (EAM势).

对于 Lennard-Jones作用势, 单个原子的作用势

Ei 为

Ei = 4ε

( σri j

)12

−
(
σ

ri j

)6 , ri j < r0 (2)

ε其中 rij 为原子 i 与 j 之间的距离,    , σ 和 r0 分别为

两个原子的结合能, 平衡距离和截断距离.
对于 EAM原子作用势[17-18]

Ei = Fα
∑
j,i

ρβ(ri j)+
1
2

∑
j,i

ϕαβ(ri j) (3)

其中 Ei 是原子 i 的总势能, α 和 β 分别为原子 i 和
j 的类别, F 代表原子的镶嵌能, 是该原子电子密度

ρ 的函数, rij 是原子 i 和 j 之间距离, ϕ 为对势. 

1.2    FEA 相关基本关系

对于一个由面心立方晶体构成的 14 个原子的

结构, 转换成有限元的单元结构即为由 14节点构成

的空间六面体单元, 其结构如图 1所示. 常采用的等

参元的位移场可以描述为

u(ξ,η,ζ) = a1+a2ξ+a3η+a4ζ +a5ξη+a6ηζ+

a7ζξ+a8ξηζ +a9ξ
2+a10η

2+a11ζ
2+

a12ξ
2η+a13η

2ζ +a14ζ
2ξ (4)

−1 ⩽ ξ,η,ζ ⩽ 1其中,    为等参元的坐标分量.
由此可以确定单元的形函数 N为

 

N =
1

16



1

ξ

η

ζ

ξη

ηζ

ζξ

ξηζ

ξ2

η2

ζ2

ξ2η

η2ζ

ζ2ξ



T



−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 4 4 4 4 4 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 −8 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −8 0 8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −8 8

2 −2 −2 2 2 −2 −2 2 0 0 0 0 0 0

2 2 −2 −2 −2 −2 2 2 0 0 0 0 0 0

2 −2 2 −2 −2 2 −2 2 0 0 0 0 0 0

−2 2 2 −2 2 −2 −2 2 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 −4 4 −4 4 −4 −4

1 1 1 1 1 1 1 1 4 −4 4 −4 −4 −4

1 1 1 1 1 1 1 1 −4 −4 −4 −4 4 4

−2 −2 2 2 −2 −2 2 2 8 0 −8 0 0 0

−2 −2 −2 −2 2 2 2 2 0 0 0 0 8 −8

−2 2 −2 2 −2 2 −2 2 0 −8 0 8 0 0



(5)
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因此单元内一点处的应变分量为

ε = L ·N ·δe = B ·δe (6)

其中 δe 是由原子位移确定的节点的位移矢量, 应
变−位移矩阵 B可以分割为

Bi = L ·Ni =



Ni,x 0 0

0 Ni,y 0

0 0 Ni,z

Ni,y Ni,x 0

0 Ni,z Ni,y

Ni,z 0 Ni,x


, i = 1,2, · · · ,14 (7)

其中 
Ni,x

Ni,y

Ni,z

 = J−1


Ni,ξ

Ni,η

Ni,ζ

 (8)

雅可比矩阵 J描述了实际单元与等参元的坐标转换

关系.
如果考虑材料为线性弹性情况, 单元的应力场

与应变能密度分别为

σ = D ·ε (9)

U =
1
2
δi

T
w
Ω

Bi
T · Di ·BidΩ ·δi =

1
2

y
εT · D ·ε · |J |dξdηdζ (10)

其中

D =



λ+2G λ λ 0 0 0

λ λ+2G λ 0 0 0

λ λ λ+2G 0 0 0

0 0 0 G 0 0

0 0 0 0 G 0

0 0 0 0 0 G


(11)

λ =
νE

(1+ ν)(1−2ν)
G =

E
2(1+ ν)

为弹性矩阵,     和    为材料

的拉梅常数,其中 E 和 ν 分别为材料的弹性模量和

泊松比.
可应用式 (4)、式 (6) 和式 (9) 通过节点位移插

值直接计算单元内高斯点处的位移、应变和应力.
若考虑 3 × 3 × 3 的高斯积分点方案, 则单元内有

27个高斯积分点 (通常简称高斯点). 

2     MD-FEA 方法的应用

下面通过两个典型物理问题的研究, 通过比较

本文MD-FEA方法的结果与MD模拟结果, 以检验

本文方法的有效性. 

2.1    软硬两种金属 (Al/Ni) 等截面纳米杆串联结构的

拉伸问题

研究的问题如图 2所示.
首先采用分子动力学软件 LAMMPS[26] 建立由

Al和 Ni构成的双材料纳米杆拉伸模型, 原子间的相

互作用采用 EAM 势函数[26-27](见式 (3)). 整个系统

由 233 568 个原子 (93 296 个 Al 原子和 140 272 个

Ni 原子) 构成, 模型在 x 方向上长为 44 nm (Al 和
Ni 段的长度各为 22 nm) 截面为边长 8 nm 的正方

形. 模型的初始构型如图 2 所示. Al 和 Ni 晶体的

[1 0 0] 晶向与 x 轴平行, 模型在 x 方向的两端设为

刚体, y, z 方向的 4 个面为自由表面. 整个系统在

NVT系综下保持温度为 0.01 K.
需要指出的是, 许多研究[28-30] 表明, 实际情况下

的 Al/Ni 界面十分复杂, 难以进行准确的原子模型

建模. 为了方便研究, Gurtin与Murdoch[31] 建立了简

化的材料表/界面模型: 假定材料的表/界面厚度为

0 且具有一定的力学性质, 并在连续介质力学框架

下根据这个模型建立了材料的表/界面弹性理论. 根
据这个假设 ,  同时也为了简化计算 ,  在本模型中 ,
Al和 Ni在界面处各取一层原子层, 并在 x 方向上进

行固定, 使得界面原子在运动中整体保持在同一平

面内. 界面处原子的相互作用采用 L-J势式 (2), 以改

变不同工况下的界面性能. 另外, 在纳米杆拉伸模型

中, 通常采用杆整体的应变变化作为外部载荷, 由于

计算规模的限制, 应变率通常在 106 ~ 108 s−1 之间.
而在本模型中, 为了保证界面在变形过程中保持平

面, 限制了界面原子在 x 方向的位移, Al 和 NI 之间

的变形无法通过界面进行有效地传递. 因此, 本模型

采用力加载的方式 ,  在模型 x 方向两端施加 p  =
 

p

z
y

x

p

NiAl

 
图 2   Al/Ni双材料纳米杆拉伸分子动力学模型. 界面及端部标注为

黄色

Fig. 2    Molecular Dynamics model of the Al/Ni composite nano
cylinder system. The interface layers and the boundaries are marked

yellow
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160.2 N/s 的外部载荷取代模型整体的应变加载, 系
统在整个加载过程中保持平衡. 系统的时间步长设

为 0.001 ps. 由图 3的应变−时间关系可知, Al, Ni两
相的应变率分别为 4×107 s−1 和 1.7×107 s−1,并且在整

个模拟过程中基本保持一致.
模型中 Al 和 Ni 的应力应变曲线如图 4 所示.

在达到极限应力 σxx=7.56 GPa之前, Al和 Ni整体上

都符合弹性变形.
达到极限应力后, Al 在界面附近发生破坏, 如

图 5所示.
根据模型的应力−应变关系, 可知 Al和 Ni的杨

氏模量分别为 72.2 GPa 与 134.6 GPa, 这与其他研

究[27,32] 中, 根据 EAM 势的下的 Al 和 Ni 体积模量

分别为 79 GPa和 181 GPa, 泊松比分别为 0.35与 0.385
计算所得的弹性模量分别为 71 GPa和 125.3 GPa相
近. 整个模型在弹性阶段的杨氏模量为 92.1 GPa.

通过 MD-FEA 方法计算模型每个单元高斯点

处的拉伸应变 εxx 代表整个模型的连续应变场. 在极

限应力 σxx = 7.56 GPa 下, 模型在 z = 4 nm 处的 x-y
截面的拉伸应变 εxx 如图 6所示, 界面位置为 x = 0 nm,
边界位置分别为 x = −22 nm 和 x = 22 nm. 材料 Al
内部的拉伸应变为 0.12, 材料 Ni 内部拉伸应变为

0.05, 与图 4的结论一致, 而在材料的界面和端部, 由
于边界条件的影响, 拉伸应变与材料内部有所区别.
  

8

6

4

2

0

y
/n
m

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20

0.06

0.10
0.14

x/nm

Al Ni

 
图 6   拉伸载荷 σxx=7.56 GPa 下, Al和 Ni在中截面处的应变 εxx, 界

面位置为 x=0 nm
Fig. 6    εxx at the middle section of Al and Ni under σxx=7.56 GPa. The

interface at x=0 nm
 

图 6为材料在 z = 4 nm处的中截面的拉伸应变

εxx. 在截面上, 材料 Al 和 Ni 从模型底部 (y = 0 nm)
到模型中部 (y = 4 nm)的应变分布如图 7所示. 应变

在刚体边界附近趋向于零, 并朝着材料内部急剧增

加, 并经过少许的降低后, 在材料 Al和 Ni的体内分

别稳定在 0.122 和 0.053. 在材料的界面附近, 材料

Al 处的应变随着与界面距离的减少整体上有少许

的降低, 而材料 Ni 处的应变有少许增加, 且与体内

应变相比具有较大的分散性. 界面附近应变的变化

集中在距离界面 4 nm内的区域中.
在相同的拉伸应力下 ,  界面附近的拉伸应变

εxx 在材料 Al 处的降低和材料 Ni 处的升高主要是

由于材料性能的不同引起的. 根据 EAM势函数的结

论与应力应变关系曲线, 可知 Al 和 Ni 在 [1 0 0] 晶
向上的杨氏模量分别为 72.2 GPa和 134.6 GPa, 泊松

比分别为 0.35 和 0.385. 因此, Al 和 Ni 在 y 方向平

行于界面的正应变分别为

εAl
yy =

νAl
EAl
σx

εNi
yy =

νNi
ENi
σx

 (12)

设 Al和 Ni在界面处平行于界面的正应变的差值为

失配应变

 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.14

0.12

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

ε xx

time/s

Al

Ni

×10−9

 
图 3   拉伸载荷下 Al和 Ni的应变-时间曲线

Fig. 3    The strain-time relation of Al and Ni under uniform force
loading
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图 4   Al-Ni系统和两相材料的应力-应变关系

Fig. 4    Stress-strain relation of the Al-Ni system and the phases

 

z

y

x

NiAl

 
图 5   超过极限应力 σxx=7.56 GPa后 Al-Ni系统的变形

Fig. 5    Deformed Al-Ni system after the critical tensile stress
σxx=7.56 GPa
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∆εyy = ε
Al
yy −εNi

yy =

(
νAl
EAl
− νNi

ENi

)
σx (13)

σexc
yy

根据界面处的无滑移边界条件, 需要在界面处引入

额外的平行于界面的正应力   , 以保证在 x = 0 的

界面处, 满足

εAl
yy |x=0 = ε

Ni
yy |x=0 (14)

假设界面处完全是弹性变形, 且界面两边材料中额

外引入的应力使得界面整体保持平衡. 因此

εexcAl
yy −εexcNi

yy = ∆εyy

EAlε
excAl
yy +ENiε

excNi
yy = 0

 (15)

εexcAl
yy εexcNi

yy其中   和   分别为 Al 和 Ni 由额外引入的界

面应力产生的应变, 因此

EAlε
excAl
yy = −ENiε

excNi
yy =

ENiνAl−EAlνNi
EAl+ENi

σx (16)

在 z 方向上同理. 由此可得 Al 和 Ni 在 x 方向

上的拉伸应变

εAl
xx(x=0) =

σx

EAl

[
1− 2νAl(ENiνAl−EAlνNi)

EAl+ENi

]

εNi
xx(x=0) =

σx

ENi

[
1+

2νNi(ENiνAl−EAlνNi)
EAl+ENi

]


(17)

由式 (18)计算可得, 模型中 Al在 x方向上的拉

伸应变在界面处减小 6.5%, Ni的拉伸应变在界面处

增大 7.2%, 这与图 7的结论一致.
在分子动力学模拟中可以得到模型的原子应

变. 根据文献 [16-17] 的研究, 原子的应变可以通过

变形梯度计算得到

εi =
1
2

(Fi
TFi− I) (18)

Fi变形梯度   通过求下式的最小值得到

∑
j∈N0

i

∣∣∣∣d0
jiFi− d ji

∣∣∣∣2→ Fi =

∑
j∈N0

i

d0T
ji d0

ji


−1 ∑

j∈N0
i

d0T
ji d ji


(19)

d0
ji其中 d j i 和    分别为即时构型和初始构型下原子

j 到原子 i 的矢量. 计算原子应变的截断半径设为

0.7 nm, 且不设置加权函数. 拉伸载荷下, 在模型的整

体拉伸应变从 0.02到 0.08的变形过程中, 通过两种

方法计算得到的模型中心 (y = z = 4 nm)处沿 x 方向

的拉伸应变 εxx 如图 8 所示. 使用 MD-FEA 方法计

算得到的材料内部的拉伸应变 (MF) 与通过变形梯

度计算的原子应变 (AS) 在模型整体应变达到 0.12
之前基本相同. 在之后的变形过程中, 原子应变计算

的拉伸应变大于使用 MD-FEA 方法得到的拉伸应

变. 这主要是由于 MD-FEA 计算了在弹性变形中常

用的小应变张量, 而原子应变基于变形梯度计算的
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图 7   材料中截面内不同位置的拉伸应变. (a) Al, (b) Ni

Fig. 7    Tensile strain in (a) Al and (b) Ni at the different location of the
middle section
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图 8   模型整体应变 0.02~0.08的变形过程中MD-FEA方法计算的

应变与原子应变的对比

Fig. 8    Strain computed by MD-FEA method and deformation gradient
with the system strain from 0.02 to 0.08
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是格林−拉格朗日应变张量. 这两种应变在变形较小

时的差异可忽略不计, 但对于计算应变达到 0.12 的

材料 Al, 其结果有明显的差异.
同时, 本文计算了 7.56 GPa拉伸载荷下, 模型中

心在截断半径 0.4~0.7 nm下原子应变计算的拉伸应

变值, 如图 9 所示. 不同截断半径下, 计算的原子拉

伸应变在模型端部和体内基本保持一致, 但在距离

界面 2 原子层内产生明显的差异. 考虑到图 7 所示

的两种材料的拉伸应变在界面附近的横截面内有较

大的分散性, 可以认为这种复杂的应变分布是导致

不同截断半径下计算得到的界面处的拉伸应变有较

大差异的主要原因.
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图 9   不同截断半径下计算的原子应变

Fig. 9    Atom strain computed in different cutoff radius
 

在模型两端均匀的拉伸载荷下 ,  材料 Al 和
Ni 在界面附近的拉伸应变在同一横截面内表现出

一定的周期性变化, 如图 10 所示. 除了由于应力集

中出现在 4个角落的最大应变外, 在材料 Al界面附

近第 2 层原子处, 中心附近的拉伸应变大于四周边

界附近的拉伸应变, 边界附近的部分区域有着较大

的拉伸应变, 并在靠近材料内部时急剧减小. 第 2层
Ni原子处, 四角附近的拉伸应变大于材料中心区域,
并且有规律地, 在某些位置的拉伸应变明显减小. 在
两种材料界面附近的第 4 层原子处, 大致能观察到

与各自第 2 层原子处相反的应变分布, 且应变在横

截面内的变化幅度明显减小. 这表明界面附近的拉

伸应变场在平行与垂直界面方向上都有波动, 且随

着与界面距离的增加, 波动幅度逐渐降低. 在距离界

面第 6层原子处, 应变波动基本消失, 除边界附近应

变与内部稍有变化外, 材料内部的应变与远离界面

的应变基本相同.
界面原子在弛豫过程中发生重构时, 在对其应

力应变的研究中也观察到了类似的波动现象[33]. 但

是, 本文选择了弛豫后的构型为参考构形, 消除了弛

豫过程中残余应变的影响, 这表明界面处的应变波

动也会由外部施加的拉伸载荷引起. 材料 Al在横截

面上有 20 × 20 个晶格, 材料 Ni 有 23 × 23 个晶格.

界面处的晶格失配与应变波动的周期相吻合. 因此
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图 10   (a) Al和 (b) Ni在距界面第 2, 4, 6层截面原子处的拉伸应变

Fig. 10    Tensile strain of the 2nd, 4th and 6th layers of the cross section
near the interface for (a) Al and (b) Ni

第  11  期 宓思恩等: 一种从离散模拟到连续介质弹性模拟的过渡方法 3087



可以认为界面的原子失配不仅仅引起界面处的残余

应变, 同时也改变了界面处的材料性能, 使得界面截

面的不同位置在相同的拉伸载荷下产生不同的拉伸

应变.

拉伸应变在界面附近处的剧烈变化是原子应变

在不同的截断半径下得到的结果产生巨大差异的主

要原因之一. 图 11 展示了 Al 在距界面第 2 层原子

处的原子应变在不同截断半径下的分布 , 作为与

MD-FEA 方法得到的结果 (图 10(a1)) 的对比. 截断

半径 rc 设置在 0.35~0.38 nm 之间. 结果显示截断半

径 rc = 0.36 nm和 rc = 0.37 nm下的原子应变分布与

MD-FEA 方法的结果有相似之处, 而 rc = 0.35 nm
和 rc = 0.38 nm 的结果却截然不同. 同时, 相比于

MD-FEA 方法, 原子应变的分布规律显得较为粗略,
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图 10   (a) Al和 (b) Ni在距界面第 2, 4, 6层截面原子处的拉伸应变

(续)

Fig. 10    Tensile strain of the 2nd, 4th and 6th layers of the cross section
near the interface, for (a) Al and for (b) Ni (continued)
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Fig. 11    Atom strain at 2th layer in phase Al with the cutoff radius rc
from 0.35 to 0.38

3088 力            学            学            报 2021  年 第  53  卷



忽略了许多细节. 对于 FCC 晶体, 每个晶体单元拥

有 4 个原子, 因此每个单元根据原子位移得到 4 个

原子应变值, 而 MD-FEA 方法准确计算了每个单元

在 27个高斯点处的应变, 因此能够提供更多的应变

细节, 得到的应变场也更加精确.
当计算一种材料的原子应变时, 截断半径内可

能同时包含其他材料的原子,这也会明显影响计算

的结果. 如图 12所示, 当计算界面附近 Al原子的应

变时, 截断半径内参与计算的不仅有附近的 Al原子,
同时也包含了部分 Ni 原子. 随着截断半径的增大,
使得界面附近的 Al 原子计算结果误差也随之增大.
在相同的拉伸载荷下 ,  材料 Al 的应变明显大于

Ni的应变, 这使得界面附近 Al原子的应变随着截断

半径的增大而减小, Ni 的原子应变随截断半径的增

大而增大.
以距界面第 2,4,6 层原子层截面处中线上 (z =

4 nm) 的拉伸应变为例, 在 7.56 GPa 的拉伸载荷下,
由 MD-FEA 方法计算的结果与不同截断半径下原

子应变的结果如图 13所示.
在截断半径为 0.4 nm 时, 距离界面第 2 层原子

层的截面内计算的 Al和 Ni原子应变表现出明显的

波动, 并且随着截断半径的增大, 这种波动幅度明显

减小. 同时, 随着截断半径的增大, Al 的平均原子应
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图 11   截断半径为 0.35~0.38 nm时, 距界面第 2层 Al原子截面处的
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Fig. 11    Atom strain at 2th layer in phase Al with the cutoff radius rc
from 0.35 to 0.38 (continued)

 

 
图 12   rc=0.8 nm下, 界面原子附近参与原子应变计算的 Al原子 (黄

色和橙色)和 Ni原子 (绿色和蓝色)数量示意图

Fig. 12    A schematic diagram of the number of atom Al (yellow and
orange) and Ni (blue and green) that participated in the calculation of the

atom strain of the selected atom near the interface with rc=0.8 nm
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变呈现逐渐减小的趋势, 而 Ni的平均原子应变逐渐

增大. 在此截面上, 通过 MD-FEA 方法计算的应变

大于原子应变的计算值, 且在截面中线上, 应变的变

化趋势也与某一特定截断半径下的原子应变类似

(rc = 0.6 nm 的 Al 与 rc = 0.4 nm 的 Ni). 而在距离界

面第 4 层原子层处, 不同截断半径下计算的原子应

变较为一致, 随着截断半径的增大, Al 和 Ni 原子的

原子应变计算值均稍有增大, 在距离界面第 6 层原

子层处, 不同截断半径下计算的原子应变基本相同.
在第 4 层与第 6 层原子层处, 原子应变的计算值均

大于 MD-FEA 方法的计算值, 而这两种方法计算的

应变沿着截面中线的变化趋势较为一致, 且原子应

变的变化幅度明显小于 MD-FEA 方法计算的应变.
随着与界面距离的增加, 不同方法计算的 Al原子的

应变稍有增大, Ni原子的应变稍有减小, 这与图 7和图 8
的结论相吻合.

在 MD-FEA 方法中, 应变是以参考构型中的一

个单元为基本单元计算的, 这种方法消除了人为选

取的截断半径的影响. 单元的体积由材料的晶格常

数确定, 每个单元的节点 (原子)数量相同, 且单元的

体积足够小 ,  从而能得局部的精确结果 .  在 MD-
FEA方法中, 每个单元都只包含了同一种原子, 界面

附近的 Al 原子只能通过相互作用改变界面另一边

Ni 原子的构型来间接反应对 Ni 原子的影响, 而不

能 Al原子构型的变化直接参与 Ni原子处应变的计

算, 反之亦然. 用这种方法计算界面附近的应变场更

加合理.
图 14 展示了模型在 1.26 GPa 的拉伸载荷下中

截面的应力分布. 位力应力由下式计算得到

σvirial =
1
V

−∑
i

mivi⊗ vi+
1
2

∑
i, j,i

ri j⊗ fi j

 (20)

其中 mi, vi 分别为原子 i 的质量与速度, rij, fij 分别为

原子 i 与原子 j 之间的距离与作用势, V 为原子体积.
根据图 14(a)和图 14(b)可知, MD-FEA方法计

算的应力明显大于原子的位力应力. 在加载的拉伸

应力为 1.26 GPa 时, MD-FEA 方法计算的 Al 和
Ni 在模型体内的应力为 1.32 GPa 见图 14(a), 而位

力应力计算的应力值明显较小, 且在两种材料中并

不一致见图 14(b). 这主要是由于在 MD-FEA 方法

中, 选择弛豫后的构型为参考构形, 而在参考构形

中计算的位力应力有一定残余的压应力存在见

图 14(c).
图 14(d)展示了MD-FEA方法与消除了残余应

力的位力应力在模型轴心处的对比, 可见两种方法

计算的结果较为一致. 在使用 MD-FEA 方法计算应

力时, 假设模型的杨氏模量和泊松比在变形过程中
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Fig. 13    MD-FEA strain and atom strain of the 2nd, 4th and 6th layers
of (a1)-(a3) Al and (b1)-(b3) Ni in the middle line of interface section

computed by different cutoff radius (continued)
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保持不变, 而通过模型的应力−应变关系可知, 材料

的杨氏模量在变形较大时有轻微的变化. 因此, 鉴于

选取的材料参数为小变形下的参数 , 可以认为用

MD-FEA方法计算的应力在模型的变形较小时较为

精确. 同时, MD-FEA方法计算的应力在模型的表面

与内部较为一致, 而位力应力的结果显示了由于邻

近的原子构型的差异, 在同一拉伸载荷下, 模型表面

原子和内部原子计算的应力有显著的差异. 因此,
MD-FEA方法更能准确地计算模型的应力分布. 

2.2    金刚石压头/Al 基体的纳米压痕实验分析

使用分子动力学软件 LAMMPS 建立纳米压痕

模型, 基体长和宽分别为 40个晶格, 高为 15个晶格

ε = 31.5×10−3 eV

的 Al, 压头为由半径为 10 nm的金刚石球形压头. 初
始构形中压头尖端与基体表面距离为 1.156 nm, 并
在每时间步中对压头施加 0.05 晶格的位移 (约 0.02
nm) 后 , 对整个模型弛豫 . 模型中的 Al 基体采用

EAM势[27], 金刚石压头采用 tersoff势[34], Al和金刚

石之间的相互作用使用 L-J 势描述, 其中, 结合能

 , 平衡距离为 2.976 Å, 截断半径为

10 Å[35]. 基体的底部与四周为固定边界, 整个系统采

用 NVE 系综. 温度设定为 0.01 K. 模型的初始构型

见图 15(a). 图 15(b) 展示了载荷与压入深度 D 之间

的关系.
从 D = −0.55 nm 开始, 基体和压头之间表现出

相互吸引, 压头受到基体向下的拉力, 并在 D = −0.4
nm时达到最大值. 直到 D = −0.1 nm时, 拉力转变为

压力, 且在 D = 0.15 nm之前不断增大, 在 D = 0.15 nm
时压力出现第一次波动, 基体开始出现位错, 此时压

力为 150 nN.
基体的应变分量 εxx 和 γxz 在临界压入深度下的

分布如图 16 所示. 在这两种计算方法中, εxx 的影响

区域较为接近, 而 MD-FEA 方法计算的反对称的剪
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应变 γxz 的大小和影响范围都明显大于原子应变的

结果.
图 17 展示了用 MD-FEA 方法计算的基体中截

面在压痕过程中, 位错出现前的各个阶段 (图 15(a)-
图 15(e))的应变场, 并与原子应变进行了对比. 计算

原子应变的截断半径取为 rc=0.45 nm.
由 MD-FEA 方法计算得到的基体内部的应变

场 εzz 和原子应变的结果基本相同. 基体的应变主要

集中在压头下方, 并随着压入深度的增加不断扩大.
压坑周围出现一圈拉伸应变区域, 并随着压入深度

的增加不断往外扩张, 这与其他研究的结论类似[36].
在压入深度为 0.1 nm 位错出现之前, 压缩应变主要

分布在压痕表面下方约 3.5 nm 的区域内, 压缩应变

的最大值并不在压痕与基体的接触表面, 而是出现

在压痕表面下方约 1 nm 的区域中. 在出现位错时,

位错位置计算得到的应变值显著增大, 因此能明确

判别出位错产生的位置.
由两种方法计算得到的基体中心的应变分量

εzz 和 εxx 的在压痕过程中的对比如图 18 所示. 在应
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图 16   MD-FEA方法计算的应变分量 (a1)-(a2) εxx 与 (b1)-(b2) γxz 和

对应原子应变的对比

Fig. 16    Comparison of (a1)-(a2) εxx and (b1)-(b2) γxz computed by the
atom strain and MD-FEA method
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Fig. 17    (a1)-(e1) Atom strain and (a2)-(e2) the strain field computed by
MD-FEA method of εzz during the indentation
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变较小时, MD-FEA 方法计算得到应变值和原子应

变完全一致, 在应变较大时, MD-FEA方法计算的压

应变 εzz 较原子应变稍大. 应变分量 εzz 和 εxx 的最大

值都出现在压头下方的基体内部而不是压痕表面,
且这两者出现的位置并不一致. εzz 的最大值出现在

压痕表面约 1 nm 的位置, 而 εxx 的最大值出现在压

痕表面约 1.5 nm
截断半径在计算压痕过程中基体原子应变的影

响较小. 在截断半径 rc=0.4 nm 和 rc=0.8 nm 下计算

的基体中截面的应变分布如图 19 所示, 应变分量

εzz 和 εxx 在不同截断半径下的结果在基体内部基本

一致, 仅在压痕表面的原子处有所差异. rc=0.8 nm下

计算的应变分量 εzz 在压痕表面的值较 rc=0.4 nm时

稍大, 而分量 εxx 在压痕表面的值则较 rc=0.4 nm 时

稍小. 这种差异在分析压痕过程中基体的整体变形

时可忽略不计, 但在关注压痕表面的变化时必须加
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Fig. 17    (a1)-(e1) Atom strain and (a2)-(e2) the strain field computed by
MD-FEA method of εzz during the indentation (continued)
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MD-FEA method (MF) and atom strain (AS) during the indentation
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以考虑.
图 20 展示了由两种方法计算的基体中心不同

深度的应力分量 σzz 和 σxx 在压痕各阶段的对比. 在
位力应力的计算中, 基体的杨氏模量设为 72.2 GPa,
泊松比为 0.35. σzz 在基体不同深度均有体现, σxx 则

主要影响了距离压痕表面 2 nm以内的区域. 除了基

体表面位力应力计算不准确的部分, 两种方法计算

的基体内部的应力在变形较小时基本一致, 在变形

接近产生位错的临界状态时, 计算的位力应力值略

大于MD-FEA方法计算的结果.
图 21 展示了由 MD-FEA 方法计算的图 15(b)

中从 a~e状态下的正应力 σzz 在中截面处的分布, 并
与对应位置处原子的位力应力进行了对比. 由于原

子构型的差异, 基体表/界面处原子的位力应力结果
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Fig. 19    Atom strain of (a1)-(a2) εzz and (b1)-(b2) εxx with the cutoff
radius rc=0.4 nm and rc=0.8 nm (continued)
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图 20   压痕过程中由MD-FEA方法 (MF)计算的应力分量与位力应

力 (AS)分量 σzz 和 σxx 的对比

Fig. 20    Comparison of σzz and σxx between MD-FEA method (MF) and
atom virial stress (AS) during indentation
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图 21   压痕过程中基体截面处 (a1)-(e1)原子位力应力与
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Fig. 21    (a1)-(e1) Virial stress and (a2)-(e2) the stress field computed by
MD-FEA method on the middle section of the substrate during

indentation
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与体内原子有明显差异, 因此明显影响了压痕表面

的应力结果. 忽略起始阶段由于压头与基体相互吸

引产生的拉应力, 基体最大压应力出现在压痕表面

下方, 且比同一状态下最大压应变 εzz 出现的位置更

接近压痕表面. 在产生位错的临界状态下, 压应力

σzz 的最大值达到 10 GPa.
 

3     结论及讨论

本文提出了一种通过结合分子动力学 (MD) 和
有限元分析 (FEA)来计算原子模型中的应力和应变

的新方法 (MD-FEA). 这种方法通过离散的原子坐标

和位移数据, 计算连续介质力学框架下的计算连续

的应力和应变场. 本文通过建立 Al/Ni 双材料纳米

杆拉伸模型和金刚石压头/铝基体的纳米压痕模型,

将 MD-FEA 方法计算得到的应力/应变场和在传统

的原子模型中广泛使用的位力应力, 以及通过离散

的变形梯度计算得到的原子应变进行对比. 结果显

示, 在模型体内, MD-FEA方法计算的应变分量和原

子应变相一致, 但在原子位移急剧变化的模型表/界
面上有明显的差异. 这主要是由于原子应变在计算

过程中平均了邻近原子的应变, 且包含了截断半径

内不同类型, 材料参数有差异的原子. 除了模型表/
界面处由于原子构型的差异, 位力应力计算不准确

外, MD-FEA 方法计算的应力与位力应力在模型体

内变形较小时完全一致. 由于 MD-FEA 方法通过杨

氏模量和泊松比将原子模型中的应力和应变相联

系, 在大变形下, 由于材料参数可能发生变化, 计算

的应力不精确. 因此通过这种方法计算应力时应限

定在小变形下.
结果显示: 在应变较为均匀的区域, MD-FEA方

法计算的应变场与基于MD变形梯度计算的原子应

变相一致, 而在界面附近应变变化剧烈的区域, MD-
FEA方法能够提供精确的应变场 , 而原子应变只能

得到较大范围内的平均值. 用 MD-FEA 方法计算的

应力场与位力应力在模型体内相一致, 但在模型界

面与表面区域, 由于邻近原子的构型发生变化, 位力

应力的计算有很大的误差, 而 MD-FEA 方法仍能得

到准确的应力场. MD-FEA 方法避免了用应变梯度

算法计算原子应变时截断半径的选取, 以及计算位

力应力时原子体积的确定, 也不需要引入加权函数,
消除了人为因素对应力应变结果的影响. 同时, MD-
FEA 方法得到的是原子模型中连续的应力应变场,
将离散的原子模型和传统连续介质力学理论框架之

间建立了联系.
需要指出的是: 按本文提出的计算模型, 原子的

位置完全是按照 MD 计算给出的, 所以本文方法与

MD 计算结果对于原子的位移来说完全相同, 而应

变和应力则不同; 本文将一个晶格处理为一个有限

元单元, 事实上这里的有限单元可以扩大至一个单

元代表多个晶格的情况, 只要初始划分的单元的节

点能够与原子的初始位置对应即可, 但此时由两种

模型给出的应力和应变结果的差异将会更大一些,
这个将在后续研究中作进一步研究和讨论.
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