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量级估计在材料力学简化分析中的作用
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摘要 问题的简化分析往往基于假设条件，说明假设的合理性不仅是结论适用范围的基础，也是培养学生

解决复杂系统工程问题的必要环节，本文采用量级估计的方式，说明材料力学基本变形量之间的关系以及常见

简化假设的基础，为教学活动中解释相关问题提供参考。
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Abstract The simplification of a problem is often based on assumptions. The reasonability of the assumption

not only determines the scope of conclusion feasible, but also cultivates students in solving the problem of

complex system engineering. This paper uses the method of magnitude estimation to explain the relationship

between some deformations of material mechanics and the basis of simplified assumptions, which could provide

a reference for explaining the relevant problems in the teaching activities.
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本文中的量级估计泛指具有相同物理意义的物

理量或无量纲量之间的比较，并不限定于数学上有

严格约定的数量级定义与相关问题。

无论在科学研究还是工程设计领域，基于一定

的假设进行问题简化是一种常见手段。作为机械大

类的专业基础课，材料力学的分析方法充分体现了

这一特征，其中学生最为熟悉的包括材料连续、均

匀、各向同性假设，以及三种基本变形模式中的平面

假设。

事实上，绝大多数假设条件只是最终给出的结

果，其依据往往是各相关物理量包括无量纲量的比

较：如果某些量相比其他量非常小，这些量或者其造

成的影响将被忽略，这是假设简化的立足点。当然也

有一些假设本身就是事实，只不过不是根据理论分

析而是由实验现象得出的猜测，例如上面提及的平

面假设更大程度上是为了避免引入复杂的数学推导，
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即便如此，在基本解适用范围讨论中往往也是基于

物理量的量级估计。

在材料力学的问题分析中存在大量的量级估计，

但是教材中通常只是给出了结论，没有细节论述，作

为教师需要了解相关细节以便辅导学生，或者将其

作为研讨课的素材。

本文内容来源于教学实践中对理论公式适用范

围描述的细节，其中大部分归结于材料力学研究

对象三维尺寸的差异或基于小变形条件，注意到这

一点对于材料力学教师把握引导方向有一定的参考

价值。

1 基本变形模式之间变形的量级估计

拉压、扭转与弯曲是绝大部分材料力学教材提

及的三种基本变形模式[1-4]，其变形分别为

∆l =
Fl

EA
(1)

φ =
T l

GIP
(2)

w =
Fl3

3EI
(3)

式 (1)～式 (3) 分别为一端固定一端自由均匀截面

(常见为矩形与圆形，扭转为圆与圆环截面) 直杆承

受轴向载荷 F、轴向力矩 T 与横向载荷 F 的自由端

轴向位移 ∆l (拉压变形)、扭转角 φ (扭转变形)与挠

度 w (弯曲变形)，其中杆件长、宽、高分别为 l，b，h

(圆形半径为 r)，E 与 G 分别为材料弹性模量与剪

切模量，A，IP 与 I 分别为杆件截面面积、极惯性矩

与 (轴) 惯性矩。

式 (1)～式 (3)中拉压与弯曲变形的量纲同为长

度，而扭转变形为无量纲的角度，所以首先基于物理

意义比较拉压与弯曲变形的量级。在结构与载荷大

小相同的情况下

∆l

w
=

Fl

EA

3EI

F l3
=

1

4

(
h

l

)2

(4a)

或者

kS
kB

=
EA

l
/
3EI

l3
= 4

(
l

h

)2

(4b)

式中 kS 与 kB 分别为杆件拉伸与弯曲刚度。很明显，

对于常见的工程长梁，拉压变形比弯曲变形至少低

2～ 3 个量级，或者换言之，拉压刚度比弯曲刚度至

少大 2～ 3 个量级。

认识到这个量级差异不仅对于后续能量原理中

各部分取舍的讲解有益，更重要的是对于学生理解

结构设计中梁杆尺寸匹配，特别是传感器细节设计

有帮助。图 1 是目前处于研究热点的柔性电子器件

典型结构细节：为了获得拉伸方向 (x 方向) 较大的

柔度，弯曲微梁是主承力结构的周期单胞。图 2 是

加速度传感器的微机械梳状结构：利用垂直于测量

方向 (x 方向) 的微梁 (AA 与 BB) 较大的变形，明

显改变器件的电容用于表征 x 方向的加速度。

σ σ

x

图 1 柔性器件微梁结构示意图

A

A

B

B

x

图 2 加速度传感器梳状结构微梁示意图

除此之外还有大量力传感器、压力传感器、温

度传感器都是利用微梁结构放大测量灵敏度，这种

利用梁长度的方次效应提高灵敏度的模式与利用镜

面偏转光路放大位移的模式类似，甚至可以联合使

用 —— 在微纳米材料性能测试领域，纳米压痕仪

(包括原子力显微镜)利用了微梁变形 +激光光路偏

转，极大提高了位移 (变形) 测量的灵敏度，目前医

学界的大量检测设备也都使用了该方式。该领域类

似的结构形式非常多，教师可以查找相关图片作为

教学讲解实例。

其次，圆轴扭转导致的最大线位移与横截面半

径 r 相关，与挠度 w 相比较

rφ

w
=

rT l

GIP

3EI

F l3
= 3 (1 + µ)

T

F l

r

l
(5a)
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不失一般性，考虑一对作用在端面上的 F 形成扭力

矩，即 T = 2Fr 的情况下

rφ

w
= 6 (1 + µ)

(r
l

)2
(5b)

由此可见，一般情况下，扭转造成的最大线位移相比

弯曲挠度也有 2 个量级的差异，与拉压变形量基本

相当。

这里考虑一种特殊情况 —— 开口薄壁杆件的

扭转：材料力学教材中对开口薄壁杆件扭转强调开

口薄壁结构相比闭口薄壁结构，前者应力大，变形更

大。切应力大的原因往往使用图 3加以说明[1]：在相

同扭矩条件下，开口薄壁形成微扭矩的臂长 δi 相比

闭口的臂长 hi 小很多，所以开口薄壁扭转切应力远

大于闭口薄壁扭转切应力。事实上也可以观察图 3

看出开口薄壁变形大的原因：在开口薄壁扭转杆件

的横截面上，完全类比于弯曲变形，包括应力分布模

式，差异在于边界约束条件。开口薄壁变形的扭转角

公式

φ =
T l

GIt
=

3T l

G
n∑

i=1

hiδ3i

(6)

其 It 模式类比于弯曲惯性矩，由此可以估计开口薄

壁扭转线位移相比弯曲挠度的量级

�hφ

w
=
T l�h

GIt

3EI

F l3
～ 3(1 + µ)

16

(
�h
�δ

)3(
�h

l

)2

(7)

其中 �h，�δ 分别表示与 hi，δi 同量级量。式 (7) 表明

两种位移基本相当，具体取决于杆件长度、横截面尺

寸与壁厚之间的相互关系，由此可见薄壁结构开口

将造成较大变形，极大降低扭转刚度。

δ1

δ2

δ3

h1

h2

h3

T

A

A 区放大

图 3 开口薄壁扭转变形横截面切应力分布示意图

2 基本变形模式中变形量的量级估计

除了不同变形模式之间的比较，同一种变形模

式中也存在不同方向或者类型的位移 (变形) 量，例

如在弯曲变形模式中使用挠曲轴为唯一参量表征弯

曲变形，其简化基础中包含忽略原始轴线方向的位

移 ∆，对于悬臂梁自由端承受集中力的情况，由挠

曲轴总长与其水平轴投影之差[5]

∆ ≈ F 2l5

15E2I2
,
∆

w
=

3

5

w

l
(8)

由此可见，在小变形条件下，自由端截面形心的水平

位移相比轴线挠度属于高阶小量。

事实上，在弯曲应力章节中最为关键的公式适

用范围推广是：弯曲正应力公式由纯弯曲扩展到横

力弯曲，其基础是忽略了剪切效应对轴向应变的影

响。关于该部分分为两种情况。

(1) 如果分布载荷 q = 0 (如图 4(a))，则不同截

面翘曲程度一致 (aa′ = bb′)，截面翘曲并不显著影响

轴向正应变及其相互关系，所以由纯弯条件导出的

正应力公式可以推广到横力弯曲；

(2) 如果分布载荷 q /= 0 (如图 4(b))，则不同截

面翘曲程度不同 (aa′ /= bb′)，剪切效应影响轴向应

变，所以由纯弯条件导出的正应力公式推广到横力

弯曲不正确，但对于长度大于高度 5 倍以上的工程

长梁，该公式仍然满足工程计算精度。

对于第二种情况，教材中均未给出证明或原理

性说明，利用三维弹性理论 [6-7] 或者有限元数值分

(b)

(a)

a a'

a a' b

b

b'

b'

S

S

q

图 4 横力弯曲截面翘曲影响示意图
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析进行解释一定可行，但是从材料力学教学的角度，

使用量级估计对于学生理解与掌握更加合适。为了

不引入过于复杂的表达式，并考虑到讲解弯曲应力

部分还未涉及广义胡克定律，所以此处不涉及由于

横向挤压应力造成的轴向应变 (事实上，挤压应力

最大值为分布载荷 q，其与轴向正应力有较大差异，

由此引入的偏差也是小量)，仅仅考虑剪切效应的

影响。

以中性轴处的切应变估计剪切效应的影响 (图

4(b) 中 SS 线)

εqx 6 3

2

y

GA
(FS + dF − FS) /dx =

3

2

qy

GA
(9)

εqx
εMx

6 3

2

qy

GA

EI

My
～ (1 + µ)

4

(
h

l

)2

(10)

其中 εqx 与 εMx 分别表示剪切与弯曲引入的轴向正应

变，式 (10) 中弯矩 M 采用 ql2 进行量级估计，其比

值展示了二者有两个量级的差异，同时也为讲解长

高比为 5 的判据提供依据。

剪切效应不仅影响正应力分布，也影响弯曲变

形 (挠度)，关于该部分的描述在经典教材中都有体

现 [1]，其量级比同样等于高长比的平方，这里不再

赘述。

3 变形协调分析中的量级估计

在平面应变状态应变分析部分 [1]，图 5(a) 表征

仅存在切应变 γ (εx = εy = 0) 时，α 方位应变与 γ

的变形协调关系。与另外仅存在 εx /= 0 或 εy /= 0

的状态不同，此变形协调图为了便于在原始几何构

型上表征变形量，对变形状态进行了简化：仅 γ /= 0

状态下，原始矩形 OABC 应该变形为 OAB′′C ′′ (如

图 5(b))，而不是 OAB′C ′。笔者所教班级每年都有

不少学生对此提出疑义，为了解决学生疑惑，除展示

采用 OAB′′C ′′ 产生的不方便外，对由此带来的偏差

进行量级估计是有益的。

观察图 5(a)中与应变分析相关各量，主要是 γdy

以及与之同量级值，而采用 OAB′′C ′′ 模式造成偏差

的量级为 ∆dy = (1− cos γ) dy (见图 5(b))

∆dy

γdy
=

1− cos γ

γ
≈ γ

2!
− γ3

4!
<
γ

2
(11)

在小变形条件下 γ << 1，由此可知，这种简化

对变形协调中各量造成的偏差属于高阶小量，不影

响后续结论的正确性。

(b)

(a)

α

γ

γ

C'
B'

C'

C'' B''

B'

C

C

dx

dx

dy

dy

γdycosα

γdy

(1-cosγ)dy

B

B

A

A

O

O

图 5 平面应变状态纯剪变形协调示意图

类似的情况在变形协调分析中还有不少，包括

学生们最熟悉的切线代圆弧，尽管材料力学中切线

代圆弧方法被广泛使用，但并无推导式证明，只有部

分章节中例题或习题的数值结果可以验证结论。事

实上，使用量级估计的方式更为简洁，也便于学生理

解，以该方法最早出现的桁架节点位移分析为例 (见

图 6)

采用切线代圆弧方法，图 6 中 A 点水平位移为

AA2 (AC 杆的变形量)，如果按照圆弧相交的方法 A

A3 A2 A1C

A

A'
A''

B

β

图 6 桁架节点位移分析变形协调示意图
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点水平位移为 AA3，二者差异为 A2A3，使用量级估

计的模式

A2A3 = (lAC −∆lAC) (1− cosβ) (12a)

AA2 = ∆lAC ～ A2A
′′ ～ A3A

′ (12b)

A2A3

AA2
～ (lAC −∆lAC) (1− cosβ)

(lAC −∆lAC) sinβ
<
β

2
(12c)

在小变形条件下 β << 1，由此可见切线代圆弧方法

对节点位移求解造成的影响可忽略，垂直方向影响

类似，此处不再赘述。

4 小结

基于一定的假设进行问题简化是一种常见分析

方法，提出假设并简化问题分析难度的基础在很大

程度上是量级估计，即评估不同因素对问题影响的

程度。

本文挑选了部分在材料力学教学过程中可以使

用量级估计说明简化假设的实例，多与变形量相对

大小有关，最终的结论往往归结于杆件不同方向尺

寸的差异和小变形条件下变形量的大小，从而以另

一个角度审视材料力学以杆件作为研究对象的目的：

正是基于不同方向几何尺寸的差异，应力与变形的

分析过程得到了极大简化，使材料力学分析方法有

别于弹性力学，成为相对独立的模式。

量级估计不仅仅用于理论分析，该方式在解决

实际工程问题中更为重要：事实上，工程实践中最

能体现科技人员素质之处在于出现了非常规的状况，

例如现有的分析软件或实验设备不具备完全对应的

功能，此时需要科技人员基于量级估计的方法衡量

影响因素的大小进行问题转化，充分利用现有手段

解决非常规问题，这也是培养学生解决复杂系统工

程问题能力的重要方面。
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