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摘　要：对基于气体动理论的高精度 ＷＥＮＯ方法 进 行 了 拓 展 研 究，将Ｉｎｔ.Ｊ.Ｎｕｍｅｒ.Ｍｅｔｈ.Ｆｌｕｉｄｓ　７９（６），２９０－３０５
（２０１５）中提出的５阶混合动理学通量 ＷＥＮＯ方法进一步拓展到７阶和９阶；在５阶混合动理学 ＷＥＮＯ方法框架下，比

较了采用不同激波探测技术的计算准确度和效率。在 时 间 方 向 采 用 三 阶Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方 法 进 行 推 进，空 间 离 散 采 用 混

合动理学通量 ＷＥＮＯ方法。通过一维和二维算例，验证了构造的７阶和９阶混合动理学方法比传统的矢通量分裂技术

具有更高的分辨率和更小的数值耗散，并保持了较好的激波捕捉能力；对比发现Ｏｈｗａｄａ等提出的激波探测技术具备良

好的激波探测能力和计算效率。
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　　湍流和气动声学等复杂问题的数值模拟需要

能够分辨流场中的小尺度结构，要求格式具有高

精度、低耗散等特性。在过去的数十年中，发展了

许多高精 度 方 法，如 加 权 基 本 无 振 荡（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ
Ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ　Ｎｏｎ－Ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，ＷＥＮＯ）格 式［１－１０］、

保单调格式［１１－１２］、紧致格式［１３－１４］和间 断 有 限 元 方

法［１５－１６］等，其中 ＷＥＮＯ格式由于鲁棒性高、激波

捕捉能力强等优点被广泛用于求解双曲律方程的

高阶有限差分和有限体积方法。Ｌｉｕ等［１］在基本

无振 荡（Ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ　Ｎｏｎ－Ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，ＥＮＯ）格

式［２］的 基 础 上 首 次 提 出 了 ＷＥＮＯ 格 式，而 后

Ｊｉａｎｇ和Ｓｈｕ［３］对该方法进行了改进，构造了 ＷＥ－
ＮＯ－ＪＳ格式。针 对 ＷＥＮＯ－ＪＳ格 式 的 不 足，近 些

年也发 展 出 了 许 多 改 进 的 ＷＥＮＯ格 式。Ｗａｎｇ
和Ｃｈｅｎ［４］提 出 了 Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ　ＷＥＮＯ格 式，该 方

法不追求格式的最高阶精度，通过放松格式在阶

数上的要求，以获得分辨率更高的波数，使数值波

数与真实波数的差最小。Ｈｅｎｒｉｃｋ等［５］针对 ＷＥ－
ＮＯ－ＪＳ格式收 敛 性 的 缺 陷，提 出 了 ＷＥＮＯ－Ｍ 格

式，提高了极值点附近的精度。Ｍａｒｔｉｎ等［６］在计

算湍流 时 为 解 决 ＷＥＮＯ－ＪＳ格 式 耗 散 过 大 的 问

题，调 整 了 模 板 点 的 形 式，改 用 对 称 型 的 网 格 基

架，提 出 了 ＷＥＮＯ－ＳＹＭＢＯ和 ＷＥＮＯ－ＳＹＭＯＯ
格式，湍流的直接数值模拟表明两种格式均能获

得更准确的计算结果。Ｂｏｒｇｅｓ等［７］针对 ＷＥＮＯ－
Ｍ格式计算 权 重 过 分 复 杂 的 问 题，对 ＷＥＮＯ－ＪＳ
格式的光 滑 度 量 因 子 进 行 了 改 进，提 出 了 ＷＥ－
ＮＯ－Ｚ格式。Ｓｈｅｎ和Ｚｈａ［８］发 现 传 统 ＷＥＮＯ格

式单次加权计算通量会在间断附近会降阶，提出

了 Ｍｕｌｔｉ－ｓｔｅｐ　ＷＥＮＯ格 式，通 过 多 步 加 权 的 方

式，提高过渡点的精度，改善激波附近区域的计算

精度。Ｍａ等［９］通过改进权重系数的计算来提高
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过渡点的精 度，减 少 了 多 步 ＷＥＮＯ格 式 的 计 算

量。Ｈｏｎｇ等［１０］提出了一种具有自由映射函数的

ＷＥＮＯ－Ｍ格式，该格式不同于 ＷＥＮＯ－Ｍ格式每

次都需要进行映射运算，通过离散权重系数，每次

计算时只通过寻址操作即能得到合适的权重值，
克服了 ＷＥＮＯ－Ｍ 格 式 计 算 量 大 的 缺 点，提 高 了

计算效率。
与基于宏 观 Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ方 程 的 传 统 高 精

度方法相比，基于气体动理学的计算方法从玻尔

兹曼方程出发，由于考虑了气体分子运动和相互

作用的物理过程，得到了很多关 注［１７－１９］。早 期 发

展了一些基于玻尔兹曼方程的迎风格式，如动理

学 数 值 方 法［２０］ （Ｋｉｎｅｔｉｃ　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄ，

ＫＮＭ）和动理学矢通量分裂（Ｋｉｎｅｔｉｃ　Ｆｌｕｘ　Ｖｅｃｔｏｒ
Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ，ＫＦＶＳ）方法［２１－２４］。ＫＦＶＳ方法具 有 鲁

棒性高的优点，但是因为没有考虑气体分子之间

的碰撞效应，使得ＫＦＶＳ方法整体耗散偏大。气

体动 理 学 格 式（Ｇａｓ－Ｋｉｎｅｔｉｃ　Ｓｃｈｅｍｅ，ＧＫＳ）从 微

观气体的运动出发，结合了气体分子间的碰撞，将
无粘项与粘性项通量耦合处理，可以有效计算更

加复杂的流场，其在高超声速粘性流动方面显示

出优越性 能［１９］。经 过 多 年 的 发 展，ＧＫＳ方 法 已

经逐渐成熟，并拓展到许多应用领域［２５－２６］。
近年来，高精度方法发展的一个方向 是 混 合

格式，如 最 小 色 散 可 控 耗 散（Ｍｉｎｉｍｉｚｅｄ　Ｄｉｓｐｅｒ－
ｓｉｏｎ　ａｎｄ　Ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｌｅ　Ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ，ＭＤＣＤ）－ＷＥ－
ＮＯ格 式［２７］、加 权 群 速 度 控 制（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ　Ｇｒｏｕｐ
Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　Ｃｏｎｔｒｏｌ，ＷＧＶＣ）－ＷＥＮＯ 格 式［２８］等。
这类格式的特点在于对流场的分区域处理，首先

利用激波探测技术探测流场的光滑程度，在流场

中的光滑区域，使用耗散更低的格式如紧致格式、
线性迎风格 式 插 值 重 构，在 间 断 区 域，使 用 ＷＥ－
ＮＯ等激波捕捉格式计算。Ｌｉｕ［２９］在Ｉｎｔ.Ｊ.Ｎｕ－
ｍｅｒ.Ｍｅｔｈ.Ｆｌｕｉｄｓ　７９（６），２９０－３０５（２０１５）提出了

混合动理学方法，该方法借鉴了混合格式分区域

处理的特点，首先利用激波探测技术判断流场光

滑情况，在光滑区域，使用耗散更小的碰撞通量计

算。在间断附近，使用ＫＦＶＳ通量计算。该方法

兼顾了气体分子自由运动和碰撞两种物理机理，
比传统的矢通量分裂技术具有更小的数值耗散，
同时也保持了高精度和良好的激波捕捉特性。

准确识别激波位置是发展混合格式 的 关 键。

经典的激波探测技术有：Ｃｏｃｋｂｕｒｎ和Ｓｈｕ［３０］发展

的 Ｍｉｎｍｏｄ型 ＴＶＤ／ＴＶＢ限 制 器；Ｋｒｉｖｏｄｏｎｏｖａ
等［３１］提 出 的 ＫＸＲＣＦ探 测 器；Ｘｕ和Ｓｈｕ［３２］提 出

的坏 点 探 测 器；Ｓｕｒｅｓｈ和 Ｈｕｙｎｈ［３３］提 出 的 保 单

调 （Ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ－Ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ， ＭＰ）探 测 器；

Ｈａｒｔｅｎ［３４］提出的多分辨率探测器（Ｍｕｌｔｉ－Ｒｅｓｏｌｕ－
ｔｉｏｎ，ＭＲ）。Ｌｉ和Ｑｉｕ［３５］在高阶迎风格式与 ＷＥ－
ＮＯ的混 合 格 式 上 测 试 了 几 种 经 典 探 测 器 的 效

率，比较得出ＭＲ、ＫＸＲＣＦ等指示器性能较优，间
断识别的准确度和计算效率更高。此外，也有一

些基 于 机 器 学 习 的 新 兴 激 波 探 测 技 术 被 提

出［３６－３９］，显示出巨大的潜力。
本文主要工作包括：将文献［２９］中的方法进

一步拓展到７阶及９阶并测试拓展格式的性能；
选取三种激波探测技术，比较在５阶混合动理学

ＷＥＮＯ方法基础上，不同激波探测技术的计算准

确度和 计 算 效 率。文 章 结 构 如 下：第１节 介 绍

ＷＥＮＯ重构技 术；第２节 介 绍 气 体 动 理 论；第３
节介绍混合动理学 ＷＥＮＯ方法的实现及几种激

波探测技术；第４节给出数值算例的计算结果与

讨论；第５节给出总结。

１　ＷＥＮＯ重构方法

本节介绍 文 献［３］中 提 出 的 ＷＥＮＯ重 构 技

术。假设ｆｉ 是 均 匀 网 格 第ｉ个 网 格 处 的 点 值，
�ｆ（ｌ）ｉ＋１／２ 和�ｆ（ｒ）ｉ＋１／２ 分别是利用一系列偏左、右侧的点

值重构得到的。下面介绍如何使用 ＷＥＮＯ技术

重构�ｆ（ｌ）ｉ＋１／２，�ｆ（ｒ）ｉ＋１／２ 可 通 过 替 换 对 称 模 板 点 获 得。
�ｆ（ｌ）ｉ＋１／２ 的５阶 ＷＥＮＯ重构可写为［３］

�ｆ（ｌ）ｉ＋１／２ ＝∑
２

ｋ＝０
ｗｋ�ｆ（ｋ）

ｉ＋１／２ 　 （１）

式中：�ｆ（ｋ）ｉ＋１／２ 为三阶迎风差分值，满足

�ｆ（０）ｉ＋１／２ ＝ １３ｆｉ－２－
７
６ｆｉ－１＋

１１
６ｆｉ

�ｆ（１）ｉ＋１／２ ＝－１６ｆｉ－１＋
５
６ｆｉ＋

１
３ｆｉ＋１

�ｆ（２）ｉ＋１／２ ＝ １３ｆｉ＋
５
６ｆｉ＋１－

１
６ｆｉ＋

■

■

■
２

　 （２）

非线性权重ｗｋ 为

ｗｋ ＝ �ｗｋ

∑
２

ｎ＝０
�ｗｎ
，�ｗｎ ＝ γｎ

ε＋β（ ）ｎ ２ 　 （３）

式中：γｎ 为线性权重，其表达式为
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γ０ ＝ １１０
，γ１ ＝ ３５

，γ２ ＝ ３１０　
（４）

光滑因子βｎ 可以表示为

β０ ＝
１３
１２
（ｆｉ－２－２ｆｉ－１＋ｆｉ）２＋１４

（ｆｉ－２－

　　４ｆｉ－１＋３ｆｉ）２

β１ ＝
１３
１２
（ｆｉ－１－２ｆｉ＋ｆｉ＋１）２＋１４

（ｆｉ－１－ｆｉ＋１）２

β２ ＝
１３
１２
（ｆｉ－２ｆｉ＋１＋ｆｉ＋２）２＋１４

（３ｆｉ－

　　４ｆｉ＋１＋ｆｉ＋２）

■

■

■
２

（５）

式（３）中的参数ε一般取正值，以避免分母变

为零，本文取ε＝１０－６ 。
进一步考虑７阶及９阶的 ＷＥＮＯ重构［１２］：

�ｆ（ｌ）ｉ＋１／２ ＝∑
ｒ－１

ｋ＝０
ｗｋ�ｆ（ｋ）

ｉ＋１／２ 　 （６）

式中：ｒ为子模板个数，ｒ＝４为７阶 ＷＥＮＯ重

构；线性插值函数满足

�ｆ（０）ｉ＋１／２ ＝－１４ｆｉ－３＋
１３
１２ｆｉ－２－

２３
１２ｆｉ－１＋

２５
１２ｆｉ

�ｆ（１）ｉ＋１／２ ＝ １１２ｆｉ－２－
５
１２ｆｉ－１＋

１３
１２ｆｉ＋

１
４ｆｉ＋１

�ｆ（２）ｉ＋１／２ ＝－１１２ｆｉ－１＋
７
１２ｆｉ＋

７
１２ｆｉ＋１－

１
１２ｆｉ＋２

�ｆ（３）ｉ＋１／２ ＝ １４ｆｉ＋
１３
１２ｆｉ＋１－

５
１２ｆｉ＋２＋

１
１２ｆｉ＋

■

■

■
３

（７）

ｒ＝５为９阶 ＷＥＮＯ重构，对应的线性插值

函数满足

�ｆ（０）ｉ＋１／２ ＝ １５ｆｉ－４－
２１
２０ｆｉ－３＋

１３７
６０ｆｉ－２－

１６３
６０ｆｉ－１＋

　　１３７６０ｆｉ

�ｆ（１）ｉ＋１／２ ＝－１２０ｆｉ－３＋
１７
６０ｆｉ－２－

４３
６０ｆｉ－１＋

７７
６０ｆｉ＋

　　 １５ｆｉ＋１

�ｆ（２）ｉ＋１／２＝１３０ｆｉ－２－
１３
６０ｆｉ－１＋

４７
６０ｆｉ＋

９
２０ｆｉ＋１－

１
２０ｆｉ＋２

�ｆ（３）ｉ＋１／２ ＝－１２０ｆｉ－１＋
９
２０ｆｉ＋

４７
６０ｆｉ＋１－

１３
６０ｆｉ＋２＋

　　 １３０ｆｉ＋３

�ｆ（４）ｉ＋１／２＝１５ｆｉ＋
７７
６０ｆｉ＋１－

４３
６０ｆｉ＋２＋

１７
６０ｆｉ＋３－

１
２０ｆｉ＋

■

■

■
４

（８）

式（６）中的权重系数满足

ｗｋ ＝ �ｗｋ

∑
ｒ－１

ｎ＝０
�ｗｎ
，�ｗｎ ＝ γｎ

ε＋β（ ）ｎ ２ （９）

７阶 ＷＥＮＯ重构的线性权重系数为

γ０ ＝ １３５
，γ１ ＝１２３５

，γ２ ＝１８３５
，γ３ ＝ ４３５

（１０）

光滑因子满足

β０ ＝ｆｉ－３（５４７ｆｉ－３－３８８２ｆｉ－２＋４６４２ｆｉ－１－
　　１　８５４ｆｉ）＋ｆｉ－２（７　０４３ｆｉ－２－１７　２４６ｆｉ－１＋
　　７０４２ｆｉ）＋ｆｉ－１（１１　００３ｆｉ－１－９　４０２ｆｉ）＋
　　２　１０７ｆ２ｉ

β１ ＝ｆｉ－２（２６７ｆｉ－２－１　６４２ｆｉ－１＋１　６０２ｆｉ－
　　４９４ｆｉ＋１）＋ｆｉ－１（２　８４３ｆｉ－１－５　９６６ｆｉ＋
　　１　９２２ｆｉ＋１）＋ｆｉ（３　４４３ｆｉ－２　５２２ｆｉ＋１）＋
　　５４７ｆ２ｉ＋１

β２ ＝ｆｉ－１（５４７ｆｉ－１－２　５２２ｆｉ＋１　９２２ｆｉ＋１－
　　４９４ｆｉ＋２）＋ｆｉ（３　４４３ｆｉ－５　９６６ｆｉ＋１＋
　　１　６０２ｆｉ＋２）＋ｆｉ＋１（２　８４３ｆｉ＋１－１　６４２ｆｉ＋２）＋
　　２６７ｆ２ｉ＋２

β３ ＝ｆｉ（２　１０７ｆｉ－９　４０２ｆｉ＋１＋７　０４２ｆｉ＋２－
　　１　８５４ｆｉ＋３）＋ｆｉ＋１（１１　００３ｆｉ＋１－
　１７　２４６ｆｉ＋２＋４　６４２ｆｉ＋３）＋ｆｉ＋２（７　０４３ｆｉ＋２－
　　３　８８２ｆｉ＋３）＋５４７ｆ２ｉ＋

■

■

■ ３

（１１）

９阶 ＷＥＮＯ重构技术的线性权重系数为

γ０ ＝ １
１２６
，γ１ ＝１０６３

，γ２ ＝１０２１
，γ３ ＝２０６３

，γ４ ＝ ５
１２６
（１２）

光滑因子满足

β０＝ｆｊ－４（２２　６５８ｆｊ－４－２０８　５０１ｆｊ－３＋３６４　８６３ｆｊ－２－
　　２８８　００７ｆｊ－１＋８６　３２９ｆｊ）＋ｆｊ－３（４８２　９６３ｆｊ－３－
　　１　７０４　３９６ｆｊ－２＋１　３５８　４５８ｆｊ－１－４１１　４８７ｆｊ）＋
　　ｆｊ－２（１　５２１　３９３ｆｊ－２－２　４６２　０７６ｆｊ－１＋
　　７５８　８２３ｆｊ）＋ｆｊ－１（１　０２０　５６３ｆｊ－１－
　　６４９　５０１ｆｊ）＋１０７　９１８ｆ２ｊ

β１ ＝ｆｊ－３（６　９０８ｆｊ－３－６０　８７１ｆｊ－２＋９９　２１３ｆｊ－１－
　　７０　２３７ｆｊ＋１８　０７９ｆｊ＋１）＋ｆｊ－２（１３８　５６３ｆｊ－２－
　　４６４　９７６ｆｊ－１＋３３７　０１８ｆｊ－８８　２９７ｆｊ＋１）＋
　　ｆｊ－１（４０６　２９３ｆｊ－１－６１１　９７６ｆｊ＋１６５　１５３ｆｊ＋１）＋
　　ｆｊ（２４２　７２３ｆｊ－１４０　２５１ｆｊ＋１）＋２２　６５８ｆ２ｊ＋１

β２ ＝ｆｊ－２（６　９０８ｆｊ－２－５１　００１ｆｊ－１＋６７　９２３ｆｊ－
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　　３８　９４７ｆｊ＋１＋８　２０９ｆｊ＋２）＋ｆｊ－１（１０４　９６３ｆｊ－１－
　　２９９　０７６ｆｊ＋１７９　０９８ｆｊ＋１－３８　９４７ｆｊ＋２）＋
　　ｆｊ（２３１　１５３ｆｊ－２９９　０７６ｆｊ＋１＋６７　９２３ｆｊ＋２）＋
　　ｆｊ＋１（１０４　９６３ｆｊ＋１－５１　００１ｆｊ＋２）＋６　９０８ｆ２ｊ＋２

β３＝ｆｊ－１（２２　６５８ｆｊ－１－１４０　２５１ｆｊ＋１６５　１５３ｆｊ＋１－
　　８８　２９７ｆｊ＋２＋１８　０７９ｆｊ＋３）＋ｆｊ（２４２　７２３ｆｊ－
　　６１１　９７６ｆｊ＋１＋３３７　０１８ｆｊ＋２－７０　２３７ｆｊ＋３）＋
　　ｆｊ＋１（４０６　２９３ｆｊ＋１－４６４　９７６ｆｊ＋２＋９９　２１３ｆｊ＋３）＋
　　ｆｊ＋２（１３８　５６３ｆｊ＋２－６０　８７１ｆｊ＋３）＋６９　０８ｆ２ｊ＋３

β４＝ｆｊ（１０７　９１８ｆｊ－６４９　５０１ｆｊ＋１＋７５８　８２３ｆｊ＋２－
　　４１１　４８７ｆｊ＋３＋８６　３２９ｆｊ＋４）＋ｆｊ＋１
　　（１　０２０　５６３ｆｊ＋１－２　４６２　０７６ｆｊ＋２＋
　　１　３５８　４５８ｆｊ＋３－２８８　００７ｆｊ＋４）＋
　　ｆｊ＋２（１５２　１３９３ｆｊ＋２－１　７０４　３９６ｆｊ＋３＋
　　３６４　８６３ｆｊ＋４）＋ｆｊ＋３（４８２　９６３ｆｊ＋３－
　　２０８　５０１ｆｊ＋４）＋２２　６５８ｆ２ｊ＋４ （１３）

２　气体动理论

无粘欧拉方程可以写为

∂Ｕ
∂ｔ＋∑

ｄ

ｍ＝１

∂Ｆｍ（Ｕ）
∂ｘｍ ＝０ （１４）

式中：ｄ代表空 间 维 度 数，守 恒 矢 量Ｕ 和 通 矢 量

Ｆｍ（Ｕ）的表达式分别为

Ｕ ＝ （ρ，ρｕ１，…，ρｕｄ，Ｅ）
Ｔ （１５）

Ｆｍ（Ｕ） （＝ ρｕｍ，ρｕｍｕ１＋δｍ，１ｐ，…，ρｕｍｕｄ＋

　　δｍ，ｄｐ，ｕｍ（Ｅ＋ｐ ））Ｔ （１６）

式中：ρ为流体密度；ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｄ）Ｔ 表示速

度矢量；ｐ表 示 压 力；Ｅ＝ρ（ｅ＋１／２ｕ
２）表 示 总

能；δｍ，ｎ 表示克罗内克算子，理想气体的内能与压

力满足：

ｐ＝ （γ－１）ρｅ （１７）
式中：γ为气体比热比；ｅ为理想气体内能。

在气体动理论中，描述分布函数ｆ最著名的

演化方程就是玻尔兹曼方程，它可以写为

∂ｆ
∂ｔ＋∑

ｄ

ｍ＝１
ｖｍ ∂ｆ∂ｘｍ ＝

Ｊ（ｆ，ｆ） （１８）

式中：ｖ＝ （ｖ１，ｖ２，…，ｖｄ）Ｔ 表示粒子的运动速度，
式（１８）的右边项为粒子碰撞项，它是一个复杂的

积分式，麦克斯韦平衡分布函数表示为

ｇ（ｘ，ｔ，ｖ，ξ）＝ρ
λ（ ）π

Ｋ＋ｄ
２

ｅ－λ（（ｖ－ｕ）
２＋ξ

２） （１９）

式 中：（ｖ－ｕ）２ ＝ ∑
ｄ

ｍ＝１
（ｖｍ －ｕｍ）２，ξ２ ＝

∑
Ｋ

ｎ＝１ξ
２
ｎ，Ｋ表示内部自由度变量ξ的自由度数，

λ＝Ｍ／２ｋＢＴ，这里的Ｍ 表示粒子的质量，ｋＢ 为

玻尔兹曼常数，Ｔ 表 示 温 度，宏 观 变 量 可 以 通 过

对分布函数在Ｋ＋ｄ维空间积分获得：

Ｕ ＝∫Ｋ＋ｄψｆ（ｘ，ｔ，１，ξ）ｄｖｄξ＝

　　∫Ｋ＋ｄψｇ（ｘ，ｔ，ｖ，ξ）ｄｖｄξ （２０）

式中：ｄ为速度空间维度；ψ表示速度矩，定义为

ψ＝ １，ｖ１，…，ｖｄ，
（ｖ２＋ξ２）（ ）２

Ｔ
（２１）

ＫＦＶＳ等动理学方法忽略了分子气体间的碰

撞效应，故对应的控制方程需要将式（１８）中的分

布函数ｆ替换为平衡分布函数ｇ，得到无碰撞的

玻尔兹曼方程：

∂ｇ
∂ｔ＋∑

ｄ

ｍ＝１
ｖｍ ∂ｇ∂ｘｍ ＝

０ （２２）

３　混合动理学 ＷＥＮＯ方法

本节 将 介 绍 求 解 欧 拉 方 程 的 混 合 动 理 学

ＷＥＮＯ方法［２９］。为 方 便 讨 论，只 考 虑 了 一 维 情

况，利用文献［３］中的方法，可以很容易扩展到多

维情况。一维欧拉方程可以写为

∂Ｕ
∂ｔ＋

∂Ｆ（Ｕ）
∂ｘ ＝０ （２３）

式中：Ｕ ＝ （ρ，ρｕ，Ｅ）
Ｔ，Ｆ（Ｕ）满足

Ｆ（Ｕ）＝ （ρｕ，ρｕ
２＋ｐ，ｕ（Ｅ＋ｐ））Ｔ （２４）

对 均 匀 网 格，网 格 点 为 ｘｉ，网 格 中 心 为

ｘｉ＋１／２ ，宽 度 为Δｘ，代 入 式（２３）可 以 得 到 有 限 差

分方法的一维守恒方程：

ｄＵｉ
ｄｔ ＝－

１
Δｘ
Ｆ^ｉ＋１／２－Ｆ^ｉ－１／（ ）２ （２５）

式中：Ｕｉ为网格点值；^Ｆｉ＋１／２ 为网格中心处的近似

数值通量。
时间 推 进 采 用 三 阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方 法［４０］。

至此，对 于 有 限 差 分 方 法，只 需 要 关 注 数 值 通 量

Ｆ^ｉ＋１／２ 的构造方法。

３．１　混合动理学通量构造

式（２５）中 的 数 值 通 量 Ｆ^ｉ＋１／２ 可 以 分 为 两 个

部分：

Ｆ^ｉ＋１／２ ＝Ｆ^＋ｉ＋１／２＋Ｆ^－ｉ＋１／２ （２６）

式中：^Ｆ＋ｉ＋１／２ 表示沿ｘ轴正方向的通量；^Ｆ－ｉ＋１／２ 为
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沿ｘ轴负方向的通量。设Ｆｉ Ｕ（ ）ｉ 为由Ｕｉ 得到的

通量，为了重构式（２６）中的通量Ｆ^±ｉ＋１／２ ，首先将Ｆｉ
分成两部分：

Ｆｉ ＝Ｆ＋ｉ ＋Ｆ－ｉ （２７）

式中的通 量 可 以 通 过 许 多 流 通 矢 量 分 裂 技 术 获

得，如 Ｌａｘ－Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ［３］和Ｓｔｅｇｅｒ－Ｗａｒｍｉｎｇ［４１］通

量分裂技术，式（２６）中 的 数 值 通 量 Ｆ^＋ｉ＋１／２ 可 以 利

用第１节中的５阶、７阶和９阶 ＷＥＮＯ重构技术

重构Ｆ＋ｉ 获得，用Ｆ－ｉ 替代Ｆ＋
ｉ 即可得到数值通量

Ｆ^－
ｉ＋１／２ 。这种守 恒 型 ＷＥＮＯ算 法 的 物 理 本 质 是

气体分子的无碰撞自由转移。
对动 理 学 格 式，式（２７）中 的Ｆ±ｉ 可 以 通 过

ＫＦＶＳ方法获得：

Ｆ＋ｉ ＝∫Ｋ∫ｖ＞０ｖψｇ（Ｕｉ，ｖ，ξ）ｄｖｄξ
Ｆ－ｉ ＝∫Ｋ∫ｖ＜０ｖψｇ（Ｕｉ，ｖ，ξ）ｄｖｄ
■

■

■ ξ
（２８）

式中：ψ定义为

ψ＝ １，ｖ，１２ ｖ
２＋ξ（ ）（ ）２

Ｔ
（２９）

文献［２９］中提出的混合动理学通量兼顾了气

体分子自由运动和碰撞两种物理机理，可写为

Ｆ^ｉ＋１／２ ＝α^ＦＫＦＶＳ
ｉ＋１／２＋（１－α）^ＦＣｉ＋１／２ （３０）

式中：^ＦＫＦＶＳｉ＋１／２ 为使用 ＫＦＶＳ方法获得的无碰撞数

值通量；^ＦＣｉ＋１／２ 为考虑分子碰撞获得的数值通量；

α为参数，取值为０≤α≤１，称之为跳跃指示器。
其中，^ＦＫＦＶＳｉ＋１／２ 可以通过式（２６）～式（２９）确定，为计

算混合通量，只需要确定与碰撞相关的通量Ｆ^Ｃｉ＋１／２
和跳跃指示器α。

与碰撞相关的通量Ｆ^Ｃｉ＋１／２ 重构方法为

Ｆ^Ｃｉ＋１／２ ＝Ｆ Ｕ^Ｃｉ＋１／（ ）２ （３１）

为了获得与碰撞相关的通量，首先将Ｕｉ 分成

两部分：

Ｕｉ ＝Ｕ＋
ｉ ＋Ｕ－

ｉ （３２）

式中：

Ｕ＋
ｉ ＝∫Ｋ∫ｖ＞０ψｇ　Ｕｉ，ｖ，（ ）ξｄｖｄξ

Ｕ－
ｉ ＝∫Ｋ∫ｖ＜０ψｇ　Ｕｉ，ｖ，（ ）ξｄｖｄ

■

■

■ ξ
（３３）

进一步，可以得到碰撞相关状态量：

Ｕ^Ｃｉ＋１／２ ＝Ｕ^＋ｉ＋１／２＋Ｕ^－ｉ＋１／２ （３４）

式中：^Ｕ±ｉ＋１／２ 为使用第１节中的５阶、７阶和９阶

ＷＥＮＯ重构技术获 得 的 通 量。使 用 式（３４）计 算

得到Ｕ^Ｃｉ＋１／２ ，即可 使 用 式（３１）重 构 得 到 与 碰 撞 相

关的数值通量Ｆ^Ｃｉ＋１／２ 。

３．２　几种激波探测技术

考虑到无碰撞通量比与碰撞相关的通量耗散

性更大的特点，构造跳跃指示器的原则是使Ｆ^ＫＦＶＳｉ＋１／２

的贡献应在强冲击波周围占主导地位，在光滑区

域应 较 小。本 文 选 取 了３种 不 同 的 激 波 探 测 技

术，用以确定跳跃指示器的权重，为了便于比较，
几种激波探测技术都根据流场的局部压力波动发

挥作用，此外，也可以选取密度、熵等物理量来探

测激波。

１）Ｏｈｗａｄａ和Ｆｕｋａｔａ［４２］提出的激波 探 测 技

术：

α＝１－ｅｘｐ －Ｃ ｐｉ－ｐｉ＋１
ｐｉ＋ｐｉ＋（ ）１

（３５）

式中：ｐｉ和ｐｉ＋１分别对应于网格点值Ｕｉ和Ｕｉ＋１中

的压力；Ｃ为经验性 的 正 常 数。在 局 部 压 力 波 动

相同时，Ｃ值越大，在混合动理学格式中的比重越

高，这使得格式的耗散性更大。通过大量数值实

验，本文所有Ｃ取Ｃ＝１０。

２）Ｘｕ和Ｓｈｕ［３２］提出的强坏点检测技术：

α＝ μｉ
μｉ＋θｉ

（３６）

φｉ ＝ ｐｉ－ｐｉ－（ ）１ ２＋ε

μｉ ＝ φｉ
φｉ－１

＋φｉ＋１
φｉ＋（ ）２

２

θｉ ＝ ｐｍａｘ－ｐ（ ）ｍｉｎ
２

φ

■

■

■ ｉ

（３７）

式中：ε为一正常数，本文取ε＝１０－６；ｐｍａｘ 和ｐｍｉｎ
为同一时间步全局计算域内压力ｐ的最大值和最

小值。

３）Ｓｕｎ等［２７］发 展 的 ＭＤＣＤ－ＷＥＮＯ方 法 中

采用的混合格式加权思路：

α＝１－σ （３８）

σ＝ｍｉｎ　１，ｒｉ＋１／２ｒ（ ）ｃ

ｒｉ＋１／２ ＝ｍｉｎ　ｒｉ，ｒｉ＋（ ）１

ｒｉ＝ ２Δｐｉ＋１／２Δｐｉ－１／２ ＋θ
Δｐｉ＋１／（ ）２ ２＋ Δｐｉ－１／（ ）２ ２＋θ

Δｐｉ＋１／２ ＝ｐｉ＋１－ｐｉ

θ＝ ０.９ｒｃ
１－０.９ｒｃε

■

■

■
２

（３９）

式中：ｒｃ ＝０.４；ε＝１×１０－３ 。
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为了便于讨论，将 Ｏｈｗａｄａ提出的方法 记 为

Ｏｈｗａｄａ；将 Ｘｕ和Ｓｈｕ提 出 的 方 法 记 为 ＸＳ；将

Ｓｕｎ等提出的 方 法 记 为ＳＲ。同 时 为 了 提 高 格 式

的效率，引入混合通量计算方式：

Ｆ^ｉ＋１／２＝

Ｆ^ｉ＋１／２ ０≤α≤δ
α^ＦＫＦＶＳ

ｉ＋１／２＋（１－α）^ＦＣｉ＋１／２δ＜α＜１－δ
Ｆ^ＫＦＶＳｉ＋１／２ １－δ≤α≤
■

■

■ １

（４０）

式中：δ为 选 择 计 算 格 式 的 参 数，满 足０≤δ＜
０.５。式（４０）需要计算的通量较式（３０）更少，因此

效率更高。随着δ值的增加，一方 面 格 式 的 效 率

可以提高，另一方面混合通量计算结果的平滑度

会降低，数值结果通常会变得更差。在大量试验

的基础上发现：考虑到格式的整体性能如精度和

效率等，δ＝０.０２是一个 令 人 满 意 的 选 择，本 文

采用了这种方法。此外，还观察到数值结果对的

值不敏感。

４　数值测试与讨论

在本节中，将给出一维和二维情况下 的 数 值

算例。一维和二维测试的网格均为均匀网格。计

算时间步长Δｔ设置为［４３］

Δｔ＝ ηΔＬ
（ｕ ＋ａ） ｍｉｎ

（４１）

式中：ΔＬ 表示长度，一维情况下定义为ΔＬ ＝Δｘ，
二维情 况 下 定 义 为ΔＬ ＝ ｍｉｎ｛Δｘ，Δｙ｝，ａ为 声

速，η为ＣＦＬ数，本文中算例默认取０．６。
为了方便讨论，将使用第１节中的５阶 ＷＥ－

ＮＯ重构 技 术 获 得 的 混 合 动 理 学 方 法 记 为 Ｗ５－
ＨＫ；将使用７阶 ＷＥＮＯ重构技术获得的混合动

理学方法记为 Ｗ７－ＨＫ；将使用７阶 ＷＥＮＯ重构

技术获得 的 动 理 学 通 矢 量 方 法 记 为 Ｗ７－ＫＦＶＳ；
将使用９阶 ＷＥＮＯ重构技术获得的混合动理学

方法记为 Ｗ９－ＨＫ；将使用９阶 ＷＥＮＯ重构技术

获得的动理学通矢量方法记为 Ｗ９－ＫＦＶＳ。

４．１　７阶及９阶格式精度测试

４．１．１　一维精度测试

为 测 试７阶 混 合 动 理 学 ＷＥＮＯ 格 式 Ｗ７－
ＨＫ及９阶 混 合 动 理 学 ＷＥＮＯ格 式 Ｗ９－ＨＫ的

精度，选取具有如下初始条件的一维欧拉方程进

行计算：

ρ（ｘ，０）＝１＋０.２ｓｉｎ（πｘ）
ｕ（ｘ，０）＝１
ｐ（ｘ，０）＝
■
■

■ １
（４２）

同时也计算了 Ｗ７－ＫＦＶＳ和 Ｗ９－ＫＦＶＳ的精

度作为对比。算例的计算域为［０，２］，计算时间为

２ｓ，边界条件为周期性边界条件，精确解为

ρ（ｘ，ｔ）＝１＋０.２ｓｉｎ（π（ｘ－ｕｔ））
ｕ（ｘ，ｔ）＝１
ｐ（ｘ，ｔ）＝
■
■

■ １
（４３）

表１给出了使用 Ｗ７－ＨＫ和 Ｗ７－ＫＦＶＳ计算

得到的密 度 的 无 穷 范 数 和 二 范 数 误 差 及 收 敛 阶

数；表２给 出 了 使 用 Ｗ９－ＨＫ和 Ｗ９－ＫＦＶＳ计 算

得到的密度的无穷范数 误 差Ｌ∞
ｅｒｒｏｒ 和 二 范 数 误 差

Ｌ２ｅｒｒｏｒ 和收敛阶数。从 表１和 表２可 以 发 现，Ｗ７－
ＨＫ和 Ｗ９－ＨＫ分 别 达 到７阶 和９阶 收 敛 精 度，

且使用混合动理学方法计算的范数误差要小于使

用动理学通矢量方法的范数误差，表明混合动理

学方法具有更小的数值耗散。

表１　Ｗ７－ＨＫ／ＫＦＶＳ一维问题精度测试

Ｔａｂｌｅ　１　Ｏｎｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ａｃｃｕｒａｃｙ　ｔｅｓｔ　ｆｏｒ　Ｗ７－ＨＫ／ＫＦＶＳ

网格数 格式 Ｌ∞ｅｒｒｏｒ 阶数 Ｌ２ｅｒｒｏｒ 阶数

８ Ｗ７－ＨＫ　 ２．４６×１０－３　 １．４２×１０－３

８ Ｗ７－ＫＦＶＳ　２．３７×１０－３　 １．４２×１０－３

１６ Ｗ７－ＨＫ　 ４．１４×１０－５　 ５．８９　２．３２×１０－５　 ５．９４

１６ Ｗ７－ＫＦＶＳ　８．３５×１０－５　 ４．８３　３．８７×１０－５　 ５．２０

３２ Ｗ７－ＨＫ　 ５．６９×１０－７　 ６．１８　２．６０×１０－７　 ６．４８

３２ Ｗ７－ＫＦＶＳ　１．４８×１０－６　 ５．８２　５．８０×１０－７　 ６．０６

６４ Ｗ７－ＨＫ　 ５．１０×１０－９　 ６．８０　２．２０×１０－９　 ６．８８

６４ Ｗ７－ＫＦＶＳ　１．４４×１０－８　 ６．６８　５．１８×１０－９　 ６．８０

１２８ Ｗ７－ＨＫ　 ４．０９×１０－１１　 ６．９６　１．７６×１０－１１　 ６．９７

１２８ Ｗ７－ＫＦＶＳ　１．１９×１０－１０　 ６．９２　４．２０×１０－１１　 ６．９５

表２　Ｗ９－ＨＫ／ＫＦＶＳ一维问题精度测试

Ｔａｂｌｅ　２　Ｏｎｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ａｃｃｕｒａｃｙ　ｔｅｓｔ　ｆｏｒ　Ｗ９－ＨＫ／ＫＦＶＳ

网格数 格式 Ｌ∞ｅｒｒｏｒ 阶数 Ｌ２ｅｒｒｏｒ 阶数

５ Ｗ９－ＨＫ　 １．６１×１０－２　 ９．９５×１０－３

５ Ｗ９－ＫＦＶＳ　１．８８×１０－２　 １．２４×１０－２

１０ Ｗ９－ＨＫ　 ２．６５×１０－４　 ５．９３　１．４６×１０－４　 ６．０９

１０ Ｗ９－ＫＦＶＳ　４．５９×１０－４　 ５．３６　２．３０×１０－４　 ５．７５

２０ Ｗ９－ＨＫ　 ２．１８×１０－６　 ６．９２　９．７８×１０－７　 ７．２２

２０ Ｗ９－ＫＦＶＳ　５．９３×１０－６　 ６．２８　２．７７×１０－６　 ６．３７

４０ Ｗ９－ＨＫ　 ７．１５×１０－９　 ８．２６　２．７７×１０－９　 ８．４７

４０ Ｗ９－ＫＦＶＳ　２．６３×１０－８　 ７．８２　９．７０×１０－９　 ８．１６

８０ Ｗ９－ＨＫ　 １．４３×１０－１１　 ８．９７　６．２０×１０－１２　 ８．８０

８０ Ｗ９－ＫＦＶＳ　６．６２×１０－１１　 ８．６３　２．２０×１０－１１　 ８．７８
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４．１．２　二维精度测试

进一 步 测 试 针 对 二 维 问 题 的 合 动 理 学 ＷＥ－
ＮＯ格式的精度，初始条件为

ρ（ｘ，ｙ，０）＝１＋０.２ｓｉｎ（π（ｘ＋ｙ））

ｕ＝０.７，ｖ＝０.３，ｐ＝｛ １
（４４）

计算域取 （ｘ，ｙ）∈ ［０，２］×［０，２］，ｘ和ｙ方

向都 采 用 周 期 性 边 界 条 件，计 算 Ｗ７－ＫＦＶＳ和

Ｗ９－ＫＦＶＳ的精度作为对比。该例的精确解为

ρ（ｘ，ｙ，ｔ）＝１＋０.２ｓｉｎ（π（ｘ＋ｙ－ｔ））

ｕ＝０.７，ｖ＝０.３，ｐ　＝｛ １
（４５）

计算得到２ｓ时的密度解的误差和收敛阶如

表３和表４所示。可以看出，相同网格数下，求解

二维问题的范数误差较一维问题更小；混合动理

学方法比动理学通矢量方法耗散更小，精度更高。

表３　Ｗ７－ＨＫ／ＫＦＶＳ二维问题精度测试

Ｔａｂｌｅ　３　Ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ａｃｃｕｒａｃｙ　ｔｅｓｔ　ｆｏｒ　Ｗ７－ＨＫ／ＫＦＶＳ

网格数 格式 Ｌ∞ｅｒｒｏｒ 阶数 Ｌ２ｅｒｒｏｒ 阶数

８×８ Ｗ７－ＨＫ　 ２．１３×１０－３　 １．１７×１０－３

８×８ Ｗ７－ＫＦＶＳ　４．７６×１０－３　 ２．９１×１０－３

１６×１６ Ｗ７－ＨＫ　 ３．０７×１０－５　 ６．１１　１．６５×１０－５　 ６．１５
１６×１６ Ｗ７－ＫＦＶＳ　２．０１×１０－４　 ４．５７　９．００×１０－５　 ５．０２
３２×３２ Ｗ７－ＨＫ　 ３．７６×１０－７　 ６．３５　１．７０×１０－７　 ６．６０
３２×３２ Ｗ７－ＫＦＶＳ　３．５５×１０－６　 ５．８２　１．３１×１０－６　 ６．１０
６４×６４ Ｗ７－ＨＫ　 ３．２４×１０－９　 ６．８６　１．４２×１０－９　 ６．９０
６４×６４ Ｗ７－ＫＦＶＳ　３．２９×１０－８　 ６．７５　１．１７×１０－０８　 ６．８１
１２８×１２８ Ｗ７－ＨＫ　 ２．５３×１０－１１　 ７．００　１．１３×１０－１１　 ６．９７
１２８×１２８ Ｗ７－ＫＦＶＳ　２．６８×１０－１０　 ６．９４　９．３９×１０－１１　 ６．９６

表４　Ｗ９－ＨＫ／ＫＦＶＳ二维问题精度测试

Ｔａｂｌｅ　４　Ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ａｃｃｕｒａｃｙ　ｔｅｓｔ　ｆｏｒ　Ｗ９－ＨＫ／ＫＦＶＳ

网格数 格式 Ｌ∞ｅｒｒｏｒ 阶数 Ｌ２ｅｒｒｏｒ 阶数

５×５ Ｗ９－ＨＫ　 １．１８×１０－２　 ８．６６×１０－３

５×５ Ｗ９－ＫＦＶＳ　２．８５×１０－２　 ２．０３×１０－２

１０×１０ Ｗ９－ＨＫ　 １．７７×１０－４　 ６．０５　１．０６×１０－４　 ６．３５

１０×１０ Ｗ９－ＫＦＶＳ　８．１７×１０－４　 ５．１３　４．６７×１０－４　 ５．４４

２０×２０ Ｗ９－ＨＫ　 １．４２×１０－６　 ６．９６　５．７１×１０－７　 ７．５３

２０×２０ Ｗ９－ＫＦＶＳ　１．４７×１０－５　 ５．８０　５．９５×１０－６　 ６．２９

４０×４０ Ｗ９－ＨＫ　 ４．２５×１０－９　 ８．３９　１．５６×１０－９　 ８．５１

４０×４０ Ｗ９－ＫＦＶＳ　６．０６×１０－８　 ７．９２　２．０８×１０－８　 ８．１６

８０×８０ Ｗ９－ＨＫ　 ７．６８×１０－１２　 ９．１１　３．９４×１０－１２　 ８．６３

８０×８０ Ｗ９－ＫＦＶＳ　１．４３×１０－１０　 ８．７２　４．７０×１０－１１　 ８．７９

４．２　熵波和激波作用问题

４．２．１　Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ问题

Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ问题可以用来评估格式对激波和

小波的分辨能力［４０］，可以验证高阶精度格式较低

阶精度格式的优势，算例的数学描述为

（ρ，ｕ，ｐ）＝

　
（３.８５　７１４，２.６２９　３６９，１０.３３３　３３３）０≤ｘ≤５
（１.０＋０.２ｓｉｎ（５０ｘ－２５），０，１） ５＜ｘ≤■
■

■ １０
（４６）

算例的计算域为［０，１０］，计算时间为１．８ｓ，
网格数为４００，左边界采用紧支边界条件，右边界

采用流入边界条件。选用网格数为４０００的 Ｗ５－
ＨＫ格式 作 为 参 考 值，计 算 得 到 的１．８ｓ时 刻 密

度结果如 图１所 示。对 比 可 以 看 出 Ｗ７－ＨＫ和

Ｗ９－ＨＫ更加接近于参考解，密度图更加锐利，说

明 Ｗ５－ＨＫ的数值耗散更大。

图１　Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ问题１．８ｓ时 Ｗ５－ＨＫ、Ｗ７－ＨＫ、Ｗ９－ＨＫ
密度计算结果及局部视图

Ｆｉｇ．１　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｆｏｒ　Ｗ５－
ＨＫ，Ｗ７－ＨＫ，ａｎｄ　Ｗ９－ＨＫ　ａｔ　ｔ＝１．８ｓａｎｄ　ａｎ

ｅｎｌａｒｇｅｄ　ｖｉｅｗ
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４．２．２　Ｔｉｔａｒｅｖ－Ｔｏｒｏ问题

Ｔｉｔａｒｅｖ－Ｔｏｒｏ问题是基于Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ问题发

展来的密度变化频率更高的问题，可以检测格式

对于高频波的捕捉能力［４４］，初始条件为

（ρ，ｕ，ｐ）＝
（１.５１５　６９５，０.５２３　３４６，１.８０５） －５≤ｘ≤－４.５
（１＋０.１ｓｉｎ（２０πｘ），０，１） －４.５≤ｘ≤｛ ５

（４７）

　　该算例的计算域为［－５，５］，计算时间５ｓ，网
格数为８００，左边界采用紧支边界条件，右边界采

用流入边界条件，选用网格数为８　０００的 Ｗ９－ＨＫ
格式作为参考值，密度结果如图２所示。可以看

出 Ｗ５－ＨＫ的计算 结 果 在 经 过 激 波 后 迅 速 衰 减，
而 Ｗ９－ＨＫ的计算 结 果 基 本 与 参 考 解 一 致，说 明

更高阶的 Ｗ７－ＨＫ和 Ｗ９－ＨＫ对高频波的捕捉能

力更强。

图２　Ｔｉｔａｒｅｖ－Ｔｏｒｏ问题５ｓ时 Ｗ５－ＨＫ、Ｗ７－ＨＫ、Ｗ９－ＨＫ密度计算结果及局部视图

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　Ｔｉｔａｒｅｖ－Ｔｏｒｏ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｆｏｒ　Ｗ５－ＨＫ，Ｗ７－ＨＫ，ａｎｄ　Ｗ９－ＨＫ　ａｔ　ｔ＝５ｓａｎｄ　ａｎ　ｅｎｌａｒｇｅｄ　ｖｉｅｗ

４．３　二维黎曼问题

使用 Ｗ５－ＨＫ、Ｗ７－ＨＫ、Ｗ９－ＨＫ、Ｗ９－ＫＦＶＳ
求解两种经典的二维黎曼问题，用以比较和测试

不同阶数格式的计算效果。
第１种黎曼问题的计算域为 （ｘ，ｙ）∈ ［０，１］

×［０，１］，计算时间为０．３ｓ，网格数为６５０×６５０，
四边均采用紧支边界条件，计算初始分布为

ρ■

■

■

■

ｕ
ｖ
ｐ

Ｔ

＝

（１.５，０.０，０.０，１.５） ０.５≤ｘ≤１.０，０.５≤ｙ≤１.０
（０.５３２　３，１.２０６，０.０，０.３） ０.０≤ｘ＜０.５，０.５≤ｙ≤１.０
（０.１３８，１.２０６，１.２０６，０.０２９） ０.０≤ｘ＜０.５，０.０≤ｙ＜０.５
（０.５３２　３，０.０，１.２０６，０.３） ０.５≤ｘ≤１.０，０.０≤ｙ＜０.

■

■

■ ５

（４８）

　　第２种黎曼问题计算域为 （ｘ，ｙ）∈ ［０，２］×
［０，２］，计算时间为１．６ｓ，网格数为４００×４００，同

样采用紧支边界条件，计算初始分布为

ρ■

■

■

■

ｕ
ｖ
ｐ

Ｔ

＝

（１.０，０.７５，－０.５，１.０） １.０≤ｘ≤２.０，１.０≤ｙ≤２.０
（２.０，０.７５，０.５，１.０） ０.０≤ｘ＜１.０，１.０≤ｙ≤２.０
（１.０，－０.７５，０.５，１.０） ０.０≤ｘ＜１.０，０.０≤ｙ＜１.０
（３.０，－０.７５，－０.５，１.０） １.０≤ｘ≤２.０，０.０≤ｙ＜１　.

■

■

■ ０

（４９）
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　　第１种和第２种黎曼问题的密度结果如图３
和图４所示。可以看出９阶格式较７阶和５阶格

式所捕捉的到的剪切涡更加丰富，说明高精度格

式 更 容 易 捕 捉 流 场 中 的 局 部 小 尺 度 结 构；对 比

Ｗ９－ＨＫ和 Ｗ９－ＫＦＶＳ的计算结果可以看出，混合

动理学方法较动理学通矢量方法具有更高分辨率。

图３　式（４８）对应的二维黎曼问题０．３ｓ时 Ｗ５－ＨＫ、Ｗ７－ＨＫ、Ｗ９－ＨＫ、Ｗ９－ＫＦＶＳ密度计算结果

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　２ＤＲｉｅｍａｎｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　Ｅｑ．（４８）ｆｏｒ　Ｗ５－ＨＫ，Ｗ７－ＨＫ，Ｗ９－ＨＫ，

ａｎｄ　Ｗ９－ＫＦＶＳ　ａｔ　ｔ＝０．３ｓ
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图４　式（４９）对应的二维黎曼问题１．６ｓ时 Ｗ５－ＨＫ、Ｗ７－ＨＫ、Ｗ９－ＨＫ、Ｗ９－ＫＦＶＳ密度计算结果

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　２ＤＲｉｅｍａｎｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｉｎｉｔｉａｌ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　Ｅｑ．（４９）ｆｏｒ　Ｗ５－ＨＫ，Ｗ７－ＨＫ，Ｗ９－ＨＫ，

ａｎｄ　Ｗ９－ＫＦＶＳ　ａｔ　ｔ＝１．６ｓ

４．４　双马赫反射问题

双马 赫 反 射 问 题［４５］可 以 测 试 混 合 动 理 学 格

式计算二维问题的能力。入射的强激波马赫数为

１０，入射波与ｘ轴成６０度夹角，激波与ｘ轴相交

位置为ｘ＝１／６，初始条件为

ρ■

■

■

■

ｕ

ｖ

ｐ

Ｔ

＝

　

（８，７.１４５，－４.１２５，１１６.５）ｙ＞■３　ｘ－（ ）１６
（１.４，０，０，１） ｙ＜■３　ｘ－（ ）
■

■

■
１
６
（５０）

该算例的计算域取（ｘ，ｙ）∈［０，４］×［０，１］，
计算时间为０．２ｓ，左边界采用流入边界条件，右

边界采用流出边界条件，上边界采用马赫数为１０
的激波精确解，激波左侧采用激波前条件，底部边

界 在０≤ｘ≤１／６区间内为准确的激波后条件，其
他部分采用反射边界条件，网格数为１　９２０×４８０，
计算得到的密度结果如图５所示。密度等值线图

表明，Ｗ９－ＨＫ格 式 捕 捉 复 杂 流 场 精 细 结 构 的 能

力优于 Ｗ７－ＨＫ和 Ｗ５－ＨＫ。

４．５　几种激波探测技术的比较

关注３．２节中介绍的３种激波探测技术在５
阶混合动理 学 ＷＥＮＯ方 法 框 架 下 的 表 现，选 取

了经典的Ｓｏｄ激波管问题、Ｌａｘ激 波 管 问 题 以 及

对格式鲁棒性要求较高的爆炸波问题和双马赫反

射问题作为测试算例。

４．５．１　Ｓｏｄ激波管问题

Ｓｏｄ激波管问题的初始条件为

ρ，ｕ，（ ）ｐ ＝
（１.０００，０，１.０） ０≤ｘ＜０.５
（０.１２５，０，０.１） ０.５≤ｘ≤｛ １

　

（５１）
该算例的计算域为［０，１］，计算时间为０．２ｓ，

采用网格数２００和４００两套网格计算，左右两边

均采用紧支边界条件，使用３种激波探测技术计

算得到的密度结果及对应的加权系数α分布如图

６所示。从图６可 以 发 现，三 种 激 波 探 测 技 术 对

最右侧间断的识别准确度都比较好，对右边第二

个间断识 别 能 力 较 差，Ｏｈｗａｄａ方 法 对 最 左 边 的

间断识别能力和适应性最强，较好地捕捉到了密

度的变化。综合对比，Ｏｈｗａｄａ方法效果最好，随

着网格数的增加，识别的准确性稍有提高，权重系

数降低。
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图５　双马赫反射问题０．２ｓ时 Ｗ５－ＨＫ、Ｗ７－ＨＫ、Ｗ９－ＨＫ
密度计算结果

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　ｄｏｕｂｌｅ　Ｍａｃｈ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ

ｆｏｒ　Ｗ５－ＨＫ，Ｗ７－ＨＫ，ａｎｄ　Ｗ９－ＨＫ　ａｔ　ｔ＝０．２ｓ

４．５．２　Ｌａｘ激波管问题

Ｌａｘ激波管问题可以检验数值格式捕捉激波

间断的能力，算例的基本描述为

ρ，ｕ，（ ）ｐ ＝

　　
（０.４４５，０.６９８，３.５２８） ０≤ｘ＜０.５
（０.５，０，０.５７１） ０.５≤ｘ≤｛ １

（５２）
该算 例 的 计 算 域 为 ［０，１］，计 算 时 间 为

０．１４ｓ，同样 采 用 网 格 数２００和４００两 套 网 格 计

算，左右两边均采用紧支边界条件，使用三种激波

探测技术计算得到的密度结果及对应的加权系数

α分布如图７所示。图７展示的计算结果与Ｓｏｄ
激波管问 题 的 结 果 较 为 类 似，Ｏｈｗａｄａ方 法 识 别

间断的效果最好，ＳＲ方法次之，但其对最左侧间

断识别准确度较Ｏｈｗａｄａ方法更差。

４．５．３　爆炸波问题

爆炸波问题［４６］的初始流场存在两个强间断，
且间断两侧的压力比非常大，特别容易产生数值

振荡，引起格式发散，因此选择该算例测试３种激

波探测技术的性能，初始流场为

（ρ，ｕ，ｐ）＝

（１，０，１　０００） －５≤ｘ＜－４
（１，０，０.０１） －４≤ｘ＜４
（１，０，１００） ４≤ｘ≤
■
■

■ ５

（５３）

该算例 的 计 算 域 为［－５，５］，计 算 时 间 为

０．３８ｓ，采用网格数２００和４００两套网格计算，左

右两边都采用反射边界条件，使用三种激波探测

技术计算得到的密度结果及对应的加权系数α分

布如图８所 示。计 算 结 果 表 明，密 度 在 区 间 ［０，

４］内剧烈变 化，产 生 左 右 两 到 峰 值，三 种 激 波 探

测技术均能捕获左右侧峰值，但在两峰值内部的

密度剧烈变化区 域，只 有 Ｏｈｗａｄａ方 法 准 确 探 测

到，此外，ＳＲ方法在靠近右侧边界处产生了错误

信号。

４．５．４　双马赫反射问题

在 Ｗ５－ＨＫ的基础 上，采 用３种 激 波 探 测 技

术再次计算４．４节算例，相关条件设置相同，重点

关注３种激波探测技术的计算效率。计算得到的

密度 结 果 如 图９所 示，从 图 中 可 以 看 出：采 用

Ｏｈｗａｄａ方法计算的密度结果效果最好。表５给

出了三种 方 法 计 算 该 问 题 所 消 耗 的ＣＰＵ 时 间，
对比看出Ｏｈｗａｄａ方法效率最高，相同网格数下，

ＸＳ方法需要比Ｏｈｗａｄａ方法多消耗４％～５％的

ＣＰＵ时间。
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图６　Ｓｏｄ激波管问题０．２ｓ时Ｏｈｗａｄａ、ＳＲ、ＸＳ方法密度计算结果

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　Ｓｏｄ　ｓｈｏｃｋ　ｔｕｂｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｆｏｒ　Ｏｈｗａｄａ，ＳＲ，ａｎｄ　ＸＳ　ａｔ　ｔ＝０．２ｓ
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图７　Ｌａｘ激波管问题０．１４ｓ时Ｏｈｗａｄａ、ＳＲ、ＸＳ方法密度计算结果

Ｆｉｇ．７　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　Ｌａｘ　ｓｈｏｃｋ　ｔｕｂｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｆｏｒ　Ｏｈｗａｄａ，ＳＲ，ａｎｄ　ＸＳ　ａｔ　ｔ＝０．１４ｓ
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图８　爆炸波问题０．３８ｓ时Ｏｈｗａｄａ、ＳＲ、ＸＳ方法密度计算结果

Ｆｉｇ．８　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　ｂｌａｓｔ　ｗａｖｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｆｏｒ　Ｏｈｗａｄａ，ＳＲ，ａｎｄ　ＸＳ　ａｔ　ｔ＝０．３８ｓ
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图９　双马赫反射问题０．２ｓ时Ｏｈｗａｄａ、ＳＲ、ＸＳ方法密度

计算结果

Ｆｉｇ．９　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｏｆ　ｄｏｕｂｌｅ　Ｍａｃｈ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ

ｆｏｒ　Ｏｈｗａｄａ，ＳＲ，ａｎｄ　ＸＳ　ａｔ　ｔ＝０．２ｓ

表５　Ｏｈｗａｄａ、ＳＲ、ＸＳ方法计算双马赫反射问题的ＣＰＵ时间

Ｔａｂｌｅ　５　ＣＰＵ　ｔｉｍｅ　ｆｏｒ　Ｏｈｗａｄａ，ＳＲ，ａｎｄ　ＸＳ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ

ｄｏｕｂｌｅ　Ｍａｃｈ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ

网格数
ＣＰＵ时间／ｓ

Ｏｈｗａｄａ　 ＳＲ　 ＸＳ

２４０×９６０　 １　６７７．３３（１．００）１　７１５．４２（１．０２）１　７５９．１３（１．０５）

４８０×１　９２０　１４　０１１（１．００） １４　２４４（１．０２） １４　５３５（１．０４）

５　结　论

１）将 文 献［２９］中 提 出 的 混 合 动 理 学 通 量

ＷＥＮＯ方法拓展到了７阶和９阶格式，通过一维

和二维算例，验证了所构造的混合动理学 ＷＥＮＯ
格式较文献［２９］中的５阶格式和传统的动理学通

矢量方法具有更高的分辨率和更小的数值耗散，
并保持了较好的激波捕捉能力。

２）对比了Ｏｈｗａｄａ、ＳＲ、ＸＳ三种激波探测技

术在５阶 混 合 动 理 学 ＷＥＮＯ 框 架 下 的 使 用 效

果，表明Ｏｈｗａｄａ方法无 论 在 计 算 效 率 还 是 激 波

捕捉的准确性上均表现优异。
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