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在土木水利能源开采等多种工程实践中，连续-非

连续过程是一类较为常见、较复杂且分析难度较大的工

程问题，较为典型的包括：房屋结构长期服役后的微裂

缝与宏观裂缝开展，大体积混凝土浇筑后的水化裂缝形

成，页岩气开采过程中水力压裂缝网络形成等。在这些

不同的工程中，非连续位移场的具体表现即裂缝扮演着

不同的角色，在某些工程中裂缝会危害结构局部甚至整

体的正常使用性能和长期耐久性，应研究如何预测、避
免裂缝形成降低其危害；而在另一些石化能源采集相关

的工程中，合适的裂缝网络可以显著提升油气开采效

率，应分析如何通过有限资源促进、诱导裂缝形成从而

降低成本，提高利润。
从数学角度来看，非连续意味着场函数的跳跃，在

对应位置的场函数无法对空间求导，原有的偏微分控制

方程已不适用于描述裂缝处的非连续场。同时，由于裂

缝的动态扩展，不断进行移动边界重构又会造成严重计

算负担和复杂拓扑重构，数十年来很多顶尖学者持续地

提出诸多针对性的新理论、新模型和新方法。因此，由于

所关联工程问题的重要性和问题背后数学机理与数值

算法上的复杂性，连续-非连续问题至今仍然是数值计

算领域的前沿课题之一。
我国在传统土建类本科生及研究生的培养过程中，

对于传统的工科三大力学即理论力学、材料力学和结构

力学较为重视，很多高校更会在本科阶段就辅以弹性力

学、塑性力学等进阶固体力学类课程，同时多数高校对

于数值分析课程上机操作也有一定要求。这些既有课程

为连续-非连续数值分析课程的开展创造了必要条件和

基础铺垫，本课程的建立更符合递进式的人才培养规

律，可以加深对既有知识的认识，同时让学生接触前沿

问题，能够帮助学生深入领会数学、力学理论与工程实

践的紧密联系，并通过上机操作解决具体工程问题，掌

握分析方法、流程并撰写较为严谨的课题报告。

摘 要：连续-非连续数值分析是一门拟建的土建类本科生/研究生课程，该课程理论与实践性兼备，涉及诸多力学、数学相关

基础课程，包含课堂教学以及上机操作模块。课程以土木建筑和岩土工程中的连续-非连续问题为研究对象，以数值计算方法为

手段，以培养学生将课程中获取的知识用于分析具体工程问题为目的。课程的建设不仅符合我国在中国智能建造 2035 背景下对

于新一代土建类工科学生的培养目标，更契合我国目前在基础设施防灾减灾、能源开采、节能减排方面的长期重大需求。
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Abstract: Continuous and Discontinuous Numerical Analysis is a proposed undergraduate graduate course in civil
engineering. The course has both theory and practice, involving many basic courses related to mechanics and mathematics,
including classroom teaching and computer operation modules. The course takes the continuous discontinuous problems in civil
architecture and geotechnical engineering as the research object, takes the numerical calculation method as the means, and
aims to train students to use the knowledge obtained in the course to analyze specific engineering problems. The construction
of the course is not only in line with China's training objectives for a new generation of civil engineering students under the
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disaster prevention and reduction, energy mining, energy conservation and emission reduction.
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综上所述，笔者在本文中提出了连续-非连续数值

分析课程的建设规划，梳理了课程所需要的背景知识，

提出了主要授课内容，授课内容的逻辑路线，上机操作

要点，小组任务计划以及课毕后的考试要素等。本文的

论述过程中紧盯课程授课目标，强调授课内容逻辑，注

重操作与实践，希望本文能对连续-非连续数值分析课

程建设和最终落地做出贡献。
一、课程路径

如前所述，工程上的连续-非连续过程往往指代连

续体从初始的连续状态逐渐进入非连续状态的较为完

整的演化过程，即裂缝的萌生、扩展，甚至后期的分叉交

错过程。而连续-非连续数值分析课程同样应依据该过

程的时间发展顺序展开，需要包含多个过程中所涉及的

理论、模型以及计算框架。若以关键词的形式给出本课

程教授所涉及到的内容，那么课程所涉及的多数关键

词，如图 1 所示。
本课程涉及的理论中，连续介质力学可由铺垫课程

如弹性力学和塑性力学逐步展开，再次提供控制方程后

即可直接过渡到损伤力学相关知识，损伤力学的理论部

分与损伤度模型可同步讲授。接着加入讨论环节，深化

理解后可展开至断裂力学，该部分内容应突出其与其他

力学理论的差异，引入裂尖场的概念。近场动力学理论

作为较新的理论，可由授课人选讲。至此，理论部分授课

告一段落。
由于损伤力学与断裂力学都铺垫完成，下一步可展

开讲授，将相场方法[1]作为结合损伤力学与断裂力学理

论的方法实例，并进一步引出富集有限元即通过引入额

外自由度来增强有限元框架的理念。当富集类有限元介

绍完成后，可较为顺畅地引入内嵌不连续方法（SDA）[2]，

扩展有限元（XFEM）[3]以及数值流形方法（NMM）[4]作为

其他富集类方法实例，同时在讲授这些方法的过程中逐

渐引入粘聚力模型以及拉压剪耦合模型相关内容，无网

格粒子类方法由于与近场动力学有一定关联性，可作为

选讲内容。接着过渡到与岩石破坏关联紧密的单边效应

并引出块体类计算框架，以非连续分析方法（DDA）[5]和

显式离散元（DEM）[6]作为方法实例，最后引出有限离散

元耦合方法，以基于广义拉格朗日方程的连续非连续单

元法（CDEM）[7]为实例。如图 2 所示，标注了课程的整体

讲授路线。
本文所建议的授课流程依循理论层进，强化模型与

框架，同步展开方法实例的脉络。在展开实例后，结合上

机操作，可让学生掌握方法的使用，即使内在运行机制

尚未完全熟悉，仍然可为学生提供足够检索信息，让他

们根据路线图返回寻找关键步骤。例如，当学生自觉对

于相场方法缺少足够认识，可前退至断裂力学，损伤力

学与损伤度，后进至富集类有限元搜寻相关概念知识并

检索相关文献。另一方面，图 2 的所有实例化方法，都可

在“连续-非连续光谱”[8]上找到近似位置，如图 3 所示。
从该光谱的位置看，图 2 的路线是从连续模型出发，逐

渐过渡到离散模型，即从光谱的左侧平滑过渡到右侧的

过程，也如前所述，符合结构体的演化方向即时间发展

顺序。

图 2 授课内容的逻辑路线

图 1 课程所涉及的关键词
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图 3 连续-非连续光谱[8]

二、具体授课内容与比例

本课程授课内容较多，并且与其他课程有较强关联

性，有必要对授课内容与课时比例展开规划。本课程如

果为本科生课程，建议作为本科三年级下课程。若作为

研究生课程，建议为硕士研究生课程，博士研究生由于

专业背景差异较大，笔者认为不宜展开授课，可自学，建

议总课时数不少于 32 课时。
课时分配建议：连续介质力学与数值计算方法理论

2 课时，损伤力学+损伤度模型 2 课时，断裂力学 2 课

时，相场方法 2 课时；富集类有限元 2 课时；SDA，

XFEM，NMM 三类方法重点教授一类，讨论 2 类，并讨论

粘聚力模型，共 5 课时，拉压剪耦合与单边效应模型讲

授 2 课时，块体类模型结合 DDA 以及 DEM 讲授 3 课

时，有限离散元耦合以及实例化的 CDEM 方法 4 课时。
剩余 8 课时可抽取 2 课时选讲近场动力学与粒子类方

法，剩余课时作为上机课程。本课程的开展基于学生已

学习过工科三大力学并且对于弹性力学、塑性力学课程

有一定了解的基础上，因此部分内容授课安排较为紧

凑，后续部分笔者将进一步细化具体授课内容作为一般

建议。
连续介质力学加数值计算章节，强化弹性力学偏微

分控制方程及其弱形式概念，包括常见边界条件的类

型、设置，介绍 1 至 2 种形函数后直接求解一个例题作

为结束，建议求解一个二维的悬臂深梁或二维薄板拉伸

算例，剖分为 1 至 2 个单元，直接以有限元形式手动求

解，此算例即为基础算例，在后续引入多种理论、方法、
模型后不断考虑不同条件与不同模型对该算例进行计

算对比，不断深化学生认知。
损伤力学与损伤度模型章节，强化不可逆损伤度的

概念，介绍 1 至 2 种损伤度本构和相关模型，辅以优化

求解算法，继续以基础算例为例，可结合弥散裂缝等较

为传统的计算模型，分析考虑损伤条件下的结构位移-
荷载响应以及对应的应力-应变状态变化。

断裂力学章节，引入裂尖状态方程和应力强度因子

等概念，如课时允许可同步介绍 J 积分等概念，在基础

算例中引入一个裂尖，简单分析其裂尖状态、裂缝扩展

方向、扩展条件，提供解析解方程加深学生对断裂力学

问题的理解。
相场方法章节，论述相场模型与传统的弥散裂缝模

型，梯度损伤模型的异同，引入特征宽度和尺度不敏感

相场模型（Unified Phase Field Method 或 Phase Field-
Cohesive Zone Model），算例部分，由于相场模型存在网

格相关性，即网格尺寸必须小于特征长度，因此无法对

基础算例进行手动求解，需借用计算机辅助求解，通过

在初始算例中加入缺陷，考虑多种网格与特征长度，观

察局部损伤区（相场云图）的形成，此处的破坏仅考虑拉

伸破坏。
富集类有限元与 SDA、XFEM、NMM 以及粘聚力模

型章节可合并授课，其从相场模型出发，以引出富集策

略、即引入额外自由度和对应的控制方程来拓展原有的

有限元计算框架，从而提升其适用范围，基于不同方法

对基础算例进一步展开研究，并与相场的计算结果作对

比，同步观察上一章节的损伤区和本章节的离散裂缝发

展过程，分析其异同。
拉压剪耦合与块体类计算框架可合并授课，由于拉

压剪耦合问题有较强工程背景，可关联至岩土工程防灾

减灾中涉及的连续-非连续问题，本章节授课建议结合

上机操作，可以岩石边坡稳定问题为工程背景，突出该

问题中所涉及的岩石复杂破坏机理，展示 DDA 和 DEM
计算方法在这类问题中的计算结果和计算效率，从而讨

论两者的优势与适用范围。
最后的授课内容为有限离散元耦合分析框架，结合

CDEM 计算程序章节合并授课，结合上机操作，进一步

分析上一章节所讨论的岩石边坡问题，获得结果后与原

始的 DDA、DEM 等计算结果作对比，讨论其结果差异、
性能、优缺点等特征，明确其工程适用范围。

选讲内容即近场动力学与粒子类方法章节，可直接

提供二维条件下近场格式的积分控制方程，以显示其与

传统连续介质力学的差异，然后对基础算例进行计算分

析，考虑不同颗粒密度，观察其损伤度演化过程，并与其

他方法的计算结果和计算效率进行对比。
授课内容完成后，对整个授课内容进行梳理和总

结，通过逻辑框图、性能、适用范围、结果特性对比表等

多种形式提升学生的学习维度，提高他们对于连续-非

连续问题的整体认识。
三、上机操作与考试考察

上机操作是本课程教学一大重点，通过分析具体算

例使学生掌握部分数值计算软件操作流程、结果分析和

报告撰写方法。目前，本课程所涉及的实例计算方法，大

多数已有开源或商业软件提供支持，例如相场模型有开
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源 的 Abaqus 二 次 开 发 模 块 ，Abaqus 自 带 幻 影 点 法

（XFEM 变种）计算模型，LS-Dyna 支持近场动力学显式

积分计算，SDA、XFEM 与 NMM 有开源的 C 以及 MAT－
LAB 算法库，DDA 和 DEM 有成熟的开源算法库，包括

高性能矩阵离散元 MatDEM 等强化支持，更有基于广义

拉格朗日方法的全国产有限离散元耦合 GDEM，环境平

台 Genvi 等计算套件。这些都为上机操作以及学生自主

二次开发提供了便利。
上机操作总课时中，笔者建议相场可占 20%，SDA、

XFEM 和 NMM 可占 25%，DDA 和 DEM 可占 20%，剩余

35%上机课时可留给 CDEM 和选学内容，建议可进行多

个案例的分析操作，这几个案例中岩体边坡失稳分析可

通过 CDEM、DDA 和 DEM 进行分析，对比结果并撰写报

告。第二个案例混凝土结构断裂可通过相场以及 SDA
& XFEM & NMM 计算对比，第三个案例水力压裂建议

通过 CDEM 方法和 XFEM 进行分析对比，测试不同边界

条件对压裂区的影响。第四个案例爆破问题建议通过

CDEM、DEM 和近场动力学方法进行分析。
考虑到课程人数与课时限制，笔者建议以小组式案

例分析模式来促进教学，即由学生组成 4 至 5 人研究小

组，分组后表决选举组长，挑选具体案例，并对组员工作

任务进行分配，尤其是涉及方法对比时，由组员根据自

身兴趣进行选择，完成计算后展开集中讨论，并由组员

相互辅导，从而保证每个组员都可以至少掌握一种方

法，并了解其他方法。在结果分析阶段，应由组长收集组

员的问题，组内讨论后由授课老师答疑，若有必要可开

展班级讨论。然后以小组为单位完成书面工程报告，由

组长进行答辩汇报，结合必要的现场演示，完善上机操

作过程。
本课程考试考察可采用多种形式结合的方式，例如

小组工程分析报告结合单人笔试测验，测验中重点考察

相关概念，不同方法的区分，适用范围等知识，笔试测验

以选择题、填空题和判断题为主。不宜过于侧重具体计

算，但可适当考察上机操作过程中的计算流程，分析步

骤等内容，例如由学生补充流程图中的关键环节等。
四、结论与展望

在本文中，笔者提出了连续-非连续分析课程建设

目标、建设要点、课程内容以及具体授课安排，可供相关

领域的专业人员参考。本课程除了理论性强，涉及的实

例方法也较多，由于相关领域的进展较快，为了更好地

反映学科发展，建议每年都对本文中所涉及的实例方法

进行更新，每 2 年对实例化方法所涉及的上机操作软件

进行更新。另一方面，交叉学科进一步融合成为目前工

程前沿发展一大特色，以本课程为例，目前已有学者提

出采用机器学习方法预测、计算机图形学加速模拟、全
尺寸模型大规模混合云计算等各类较新颖的计算方法

来分析研究连续-非连续问题，并取得了一定的成果。这

些进展对于课程的未来建设和改进提出了新的要求和

思路，相关内容的扩充将助力培养中国智造 2035 背景

下的优秀土建类人才。
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