
 

平面问题转轴公式适用性的讨论1)
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摘要　平面应力（应变）转轴公式是材料力学应力（应变）分析部分的主要教学内容，尽管转轴公式基

于特定的应力（应变）状态导出，但在后续的应用，包括例题与习题中的引用并没有限定于平面应力（应变）

状态。为了澄清学生常见疑惑，本文使用简单的方式对该问题进行说明，供教师教学时参考。
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Abstract    The transformation equation for plane stress (strain) is the main teaching content of the stress
(strain) analysis of the mechanics of materials. Although the transformation equation is derived based on the

specific stress (strain) state, it is not limited to the plane stress (strain) state in various applications, including

examples and exercises. In order to clarify students’ common doubts, this paper uses a simple method to explain

the problem so as to provide reference for teaching.
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1    问题的由来

应力应变状态分析是材料力学课程（包括后

续固体力学类课程）的重要内容之一，其中广为

熟知也是占据绝大部分教材篇幅的教学内容，是

平面问题的应力与应变转轴公式推导和应用。

在材料力学课程体系中，应力应变状态分析

是强度理论的基础，其核心是找寻复杂应力应变

状态的特征参量，即获取具有代表性、数量最少

的表征参数描述复杂应力应变状态。为了展示分

析思路，采用平面问题的模型无论在图形绘制清

晰性还是推导过程简洁性方面都是不错的选择，

当然，工程中也有大量实际问题满足平面问题的

特征。

在固体力学领域，所有的教师都熟知平面问

题分为平面应力问题与平面应变问题，也有工程
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形象化称谓−前者为薄板问题，后者为水坝

问题，两种平面问题的示意图如图 1 所示。
 
 

(a) 平面应力状态

z z

(b) 平面应变状态

图 1　平面问题示意图
 

平面应力状态

σz = τyz = τzx = 0 (1)

平面应变状态

εz = γyz = γzx = 0 (2)

E G µ

在笔者多年的上课、答疑与听课过程中，该

部分容易引发学生疑惑的部分出现在转轴公式的

典型应用，例如利用纯剪状态（图 2）推导各向

同性材料弹性模量  、剪切模量  与泊松比  的

关系，这几乎是所有材料力学教材中都会出现的

例题[1-4]，该问题的证明过程一般都会同时使用应

变转轴公式与广义胡克定律

ε45◦ =
εx + εy

2
+
εx − εy

2
cos 90◦ − γxy

2
sin 90◦ =

− γxy
2

= − τ

2G
(3)

ε45◦ =
1

E
(σ45◦ − µσ135◦)=

1

E
(−τ − µτ)=−1 + µ

E
τ

(4)

因此

G =
E

2(1 + µ)
(5)
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σ45°

σ135°

τ
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图 2　纯剪状态与应力应变分析
 

其中值得探究的问题是：图 2 所示的纯剪状

态很明显是平面应力状态，但推导过程中使用了

平面应变状态的应变转轴公式（式（3）），由

平面应变状态获得的应变转轴公式是否可用于平

面应力问题？与之对应的问题是由平面应力状态

获得的应力转轴公式是否可用于平面应变问题？

除此之外，在材料力学教学实验与工程结构

变形实测中，使用应变花测量物体表面的应变状

态是电测法的常见模式。被测对象中处于平面应

力状态的不是少数，特别是航空航天结构基本全

是薄板，但是应变花的理论基础是平面应变状态

获取的应变转轴公式。

这个问题之所以容易引发学生疑惑，主要原

因在于教师讲解平面问题两种转轴公式之前，都

会着重论述平面应力状态与平面应变状态是完全

不同的两种状态，往往还会使用式（1）与式（2）

结合图 1 进行比较，而后期使用转轴公式时却基

本没有阐述“跨域”使用的原因。 

2    问题的解释

理论上，转轴公式是应力（应变）分量在不

同坐标系下的转换关系（弹性力学表述），或者

某一点不同方位应力（应变）的表征（材料力学

表述），这种转换关系或表征并不依赖于具体的

应力（应变）状态。尽管转换关系总是成立的，

但转换关系的具体表达式（例如转换矩阵中的系

数）是否依赖于应力（应变）状态？换言之，处

于平面应力（应变）状态下不同方位的应变（应

力）之间一定有关联，但这种关系是否满足平面

应变（应力）状态下得到的应变（应力）转轴公

式？这是本文希望澄清的问题。 

2.1    从平面应力到平面应变

首先说明由平面应力状态获得的应力转轴公

式，是否适用于平面应变状态。

对于平面应变状态，由其应变特征（式（2））

以及广义胡克定律（考虑到材料力学教学内容，

以下讨论中使用各向同性材料的广义胡克定理，

不涉及各向异性材料应力应变关系转换）

εx =
1

E
(σx − µσy − µσz) , γxy =

1

G
τxy

εy =
1

E
(σy − µσz − µσx) , γyz =

1

G
τyz

εz =
1

E
(σz − µσx − µσy) , γzx =

1

G
τzx

■|||||■|||||■
(6)

σz = µ (σx + σy) τyz = τzx = 0可知   ，  ，一般情况

下，其微体的应力状态如图 3 所示，类似图像经
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σz σx σy

α

σz

常出现在求解主应力的例题与习题中，唯一的差

异是  并不是任意取值，其与    和    保持

特定的关系。但这种差异并不影响针对该微体的

平衡分析方法：在任一平行于 z 轴剖面（图 3（b）

中    面）获取的部分微体力平衡分析中，z 向的

力平衡自动满足，且不参与 x–y 面内的力平衡分

析，即    是否为零与应力转轴公式的推导过程

无关。所以结论很清晰：由平面应力状态下推导

的应力转轴公式可以用于平面应变状态，公式形

式无需修改。
 
 

y y

αx xσxσασx

σz

σy σy

τxy τxyτα

(a) (b)
z

图 3　平面应变状态的微体应力分析示意图
  

2.2    从平面应变到平面应力

其次，证明由平面应变状态获得的应变转轴

公式是否可用于平面应力状态。

σz εx εy

比较平面应力微体与平面应变微体，面内应变

的差异在于    对    与    的影响，平面应变问题中

εx =
1

E
(σx − µσy − µσz) =

1

E

[
σx − µσy − µ2 (σx + σy)

]
=

1− µ2

E

(
σx − µ

1− µ
σy

)
(7)

同理

εy =
1− µ2

E

(
σy −

µ

1− µ
σx

)
γxy =

τxy
G

=
2 (1 + µ)

E
τxy

■||■||■ (8)

对于平面应力问题

εx =
1

E
(σx − µσy)

εy =
1

E
(σy − µσx)

γxy =
τxy
G

=
2 (1 + µ)

E
τxy

■|||||■|||||■
(9)

E → E

1− µ2
µ→ µ

1− µ
如果进行材料参数替换：  ，  ，

平面应力问题与平面应变问题应力应变关系的形

式完全一致，这是弹性力学中常规教学内容。

关于应变转轴公式的适用范围，材料力学经

典教材均有以下或类似的描述：“应变分析建立

在几何关系的基础上，因此所得各结论适用于任

何小变形问题，而与材料的力学性能无关”[3]，换

言之，材料弹性模量和泊松比的具体数值并不影

响转轴公式的具体形式，所以由平面应变状态下

推导的应变转轴公式应该可以用于平面应力状态。

也许部分读者认为以上的论述不够严密，这

里给出一个推导过程，在平面应力状态下根据广

义胡克定律与平面应力转轴公式（采用材料力学

正负号模式）

εα =
1

E

(
σα − µσ

α+
π
2

)
=

1

E

(
σx + σy

2
+
σx − σy

2
cos(2α)−τxy sin(2α)

)
−

µ

E

(
σx + σy

2
− σx − σy

2
cos(2α)+τxy sin(2α)

)
=

1

E

[
(1− µ)

σx + σy
2

+ (1 + µ)
σx − σy

2
cos(2α)−

(1 + µ) τxy sin(2α)
]

(10)

使用广义胡克定律，对于以下应变进行代换（应

变转轴公式的应变组合形式）

εx + εy
2

+
εx − εy

2
cos(2α)− γxy

2
sin(2α) =

1

2E
(σx − µσy + σy − µσx)+

1

2E
(σx − µσy − σy + µσx) ·

cos(2α)− 1 + µ

E
τxy sin(2α) =

1− µ

E

σx + σy
2

+
1 + µ

E

σx − σy
2

·

cos(2α)− 1 + µ

E
τxy sin(2α) =

1

E

[
(1− µ)

σx + σy
2

+ (1 + µ)
σx − σy

2
·

cos(2α)− (1 + µ) τxy sin(2α)] (11)

所以

εα =
εx + εy

2
+
εx − εy

2
cos(2α)− γxy

2
sin(2α) (12)

由以上推导可知，在平面应力状态下，面内

任意一点不同方位的应变表达形式与平面应变状

态下的表达形式完全一致。

事实上，基于平面应变状态推导应变转轴公

式，国内经典教材有不同的描述，例如刘鸿文教
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εz = γyz =

γzx = 0

授主编的教材[1] 中明确指出：“这里所指的平面

应变状态，其实是平面应力所对应的应变状态。

它与弹性力学中习惯上所说的平面应变并不完全相

同，因为弹性力学中的平面应变要求  

 ”；而单辉祖教授主编的教材 [3] 中对于所

研究的平面应变状态定义为：“当构件内一点处

的变形均发生在同一平面时，则称该点处于平面

应变状态”，该描述与弹性力学的平面应变定义

一致。笔者认为，刘鸿文教授采用平面应力状态

推导应变转轴公式也是不错的方法，因为材料力

学教材中涉及到的平面问题（例题与习题）均为

平面应力问题，如果应力应变的转轴公式均基于

平面应力状态，学生在学习时不会有适用范围的

疑惑。当然，如果应变转轴公式基于平面应力状

态导出，在弹性力学标准的平面应变状态下，其

形式的一致性仍然可用上述方法证明，在平面应

变状态下根据广义胡克定律与应力转轴公式（前

面已经证明应力转轴公式可用于平面应变状态）

εα =
1− µ2

E

(
σα − µ

1− µ
σ
α+

π
2

)
=

1−µ2

E

(
σx+σy

2
+
σx−σy

2
cos(2α)−τxy sin(2α)

)
−

1−µ2

E

µ

1−µ

(
σx+σy

2
−σx−σy

2
cos(2α)+τxy sin(2α)

)
=

1− µ2

E

[
1− 2µ

1− µ

σx + σy
2

+
1

1− µ

σx − σy
2

·

cos(2α)− 1

1− µ
τxy sin(2α)

]
(13)

εx + εy
2

+
εx − εy

2
cos(2α)− γxy

2
sin(2α) =

1− µ2

E

1− 2µ

1− µ

(σx + σy)

2
+
1− µ2

E

1

1− µ

σx − σy
2

·

cos(2α)− 1 + µ

E
τxy sin(2α) =

1− µ2

E

[
1− 2µ

1− µ

(σx + σy)

2
+

1

1− µ

(σx − σy)

2
·

cos(2α)− 1

(1− µ)
τxy sin(2α)

]
(14)

所以εα =
εx + εy

2
+
εx − εy

2
cos(2α)− γxy

2
sin(2α)

(15)

即二者的表达形式完全一致。 

2.3    从平面问题到空间问题

更进一步的问题是：对于所有复杂应力状态，

α

平面转轴公式是否可用？当然，这里的转动还是

限定于绕 z 轴，即剖面平行于 z 轴的应力应变表

达。对于图 4 中平行于 z 轴的任意剖面，其外法

线与 x 轴夹角为  ，研究该方位的正应力与切应力。

 
 

y

α

x

σx

σα
σx

σz

σz

σz

σy

σy

τyx
τxy

τxz

τxz

τxy

ταt
ταr

τyz

τyx
τyz

τzy
τzx τzy

τzx
τzy τzx

(a) (b)

z

图 4　复杂应力状态微体与平行于 z 轴任意剖面

应力分析示意图（局部放大）
 

α σα α

σz τxz

τyz τzx

τzy

ταt

以    面正应力    为例，在    面外法矢

方向的力平衡中（图 4(b)），z 方向的应力所组

成的内力不参与，包括 z 面的   、x 面的   与

y 面的   ；另外 z 面正向与 z 面负向的    和

  所组成的内力相互抵消也不出现在力平衡方

程中，以上的情况对于面内切应力    完全相同。

以上分析表明该方向平衡方程的形式与平面应力

模型完全一致，所以，平面应力状态下推出的应

力转轴公式可表征任意应力状态下平行于面外轴

线剖面上的应力。

如果授课教师已经讲述过应力张量（应变张

量）的坐标分量变换公式[ σα τtα τrα
ταt σt τrt
ταr τtr σr

]
=

[ αx αy αz

tx ty tz
rx ry rz

]
·[

σx τyx τzx
τxy σy τzy
τxz τyz σz

][ αx tx rx
αy ty ry
αz tz rz

]
(16)

αx = cosα

αy = sinα αz = 0 tx = − sinα ty = cosα tz =

0 rx = ry = 0 rz = 1

σα

对于平行于 z 轴的任意剖面，   ，

 ，   ，   ，   ，  

 ，  ，  ，代入可以获得与平面

应力状态完全一致的转轴公式，例如    表达式

为（应力张量转换使用弹性力学的正负号规则，

所以表达式中切应力前符号为正）

σα =
σx + σy

2
+
σx − σy

2
cos(2α)+τxy sin(2α) (17)

按照完全类似的方式，同样可以说明应变转

轴公式的适用性，这里不再赘述。 
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3    小结

转轴公式表征不同方位物理量之间的转换关

系，理论上，无论基于力平衡的应力分量转换，

还是基于小变形下几何关系的应变分量转换，均

与材料性能无关，也与应力应变状态无关。为了

推导过程的简洁与分析图像的清晰，材料力学教

材使用平面应力（应变）状态推导应力（应变）

转轴公式是十分自然的，但是这种转换关系的具

体形式，例如基于平面应力（应变）状态下的应

力（应变）转轴公式，能否涵盖所有应力（应变）

状态，特别是材料力学教材中例题与习题经常出

现的应力（应变）状态，这是本文讨论的问题。

本文针对绕 z 轴的转动情况，通过简单的转

换分析，说明：

（1）由平面应力状态获得的应力转轴公式可

用于平面应变状态（也适用于一般性的复杂应力

状态）；

（2）由平面应变状态获得的应变转轴公式可

用于平面应力状态（也适用于一般性的复杂应变

状态）。

另外，对于涉及到该问题的教学有两点建议：

（1）如果考虑到本科学生的力学理论基础

（特别是非力学专业本科学生），可以使用刘鸿

文主编教材[1] 的模式，即应力与应变转轴公式均

基于平面应力状态推导，避免在公式使用过程中

引入适用性问题；

（2）如果教学中仅出现纯剪状态的分析，使

用应力应变关系可以说明纯剪状态既是平面应力

状态，也是平面应变状态，也可避免有关公式适

用性讨论。
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