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摘    要  本文研究水平电场下两层电介质流体间界面波动的多尺度建模. 首先对此系统的

Hamilton原理给出详细证明; 然后基于 Hamilton结构和 Dirichlet–Neumann算子的解析

性质, 将 Hamilton量中的动能与电势能展开成收敛级数形式并确定截断阶数, 最后通过计

算截断后近似总能量的变分导数得到约化模型. 上述过程对该问题给出了一套建立多尺度

非线性模型的系统方法. 文章再以“上层深水、下层浅水”为例详细阐述了多尺度建模的全

过程, 并利用修正的 Petviashvili迭代方法计算了新模型中的非线性相干结构. 本文所发展

的渐近分析技巧不同于之前的工作, 其优点在于所导出的约化模型自然保留能量守恒的性

质; 同时, 本文亦将原有结果推广至三维情形.
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 1  引　言

现代电流体界面力学发轫于 20世纪六十年代 , 美国的 Melcher (1963)与英国的 Taylor

(1964)是该领域的开创者. Taylor的出发点是研究水滴在强电场 (如雷电)下的崩解, 随后他将

问题抽象成垂直作用于导电液体自由表面的电场对系统稳定性的影响, 由此发现了“Taylor锥”

这一重要的物理现象. 垂直电场令导电流体失稳这一发现在后来的静电喷雾技术中发挥了重要

作用, 被广泛应用于涂层工艺、冷却系统、微流控等工业领域. 与之相反, Melcher则更关注平

行于电介质流体间界面的电场对系统稳定性的影响 (Melcher 1968). 在无黏假设之下, 水平电场

为界面上的线性波贡献色散效应, 故可延缓液膜断裂的形成, 甚至抑制 Rayleigh-Taylor不稳定

性 (Barannyk 2015, Guan 2022).

近二三十年来, 对电场下无黏液膜自由表面波/界面波的研究, 无论是基于对多尺度约化模

型的理论分析还是对原始 Euler方程的直接数值模拟, 都越来越聚焦于界面波动的非线性特征.

例如, 电场作用下液膜界面的触壁奇异性 (即形变界面触碰到槽道上下壁)(Barannyk 2015)、电

场作用下的 Rayleigh-Taylor不稳定性 (Mohamed 1983)、完全非线性 Euler方程中任意大振幅的

电毛细孤立波 (Guan 2022)等. 在过去的几十年间, 对电流体界面波非线性约化模型的研究往往

集中于二维流体, 流体力学家和应用数学家建立了大量新的多尺度非线性模型, 感兴趣的读者可

参看 D. T. Papageorgiou教授于 2019年发表在《流体力学年鉴》上的综述文章 (Papageorgiou

2019).

本文聚焦三维流体系统中非线性电流体界面波的多尺度建模. 研究对象限于无黏不可压缩

流体, 讨论槽道内上下叠放的两种不相溶电介质流体在电场力、重力、界面张力共同作用下的

界面波动问题. 为简单起见, 假设每层流体的运动都是无旋的; 在界面有形变的情况下, 水平电

场通过 Maxwell应力作用于界面 ; 第 3节证明该自由界面问题构成一个 Hamilton系统 . 第 4节

引入处理位势方程的关键−Dirichlet-Neumann算子 , 并在此基础上重写 Hamilton量中的动

能与电势能. 第 5节提出一种利用 Dirichlet-Neumann算子的解析性质建立非线性多尺度模型的

普适方法, 并以“上层深水、下层浅水”为例给出详细的推导过程, 建立全新的约化模型. 结论与

进一步的拓展在第 6节中讨论.

 2  问题的数学描述

z = η(x, y, t) z x y

t z = 0

z = h+ z = −h−

ε+ ε− ρ+ ρ− x

E0

E+(x, y, z, t) E−(x, y, z, t) �∇×E± = 0 �∇ =

(∂x, ∂y, ∂z)
⊤ V ± E± = −�∇V ±

如图 1 所示, 考虑三维槽道内由两种无黏不可压缩流体组成的系统. 两种流体上下叠放且互

不相溶, 以强间断面隔开, 界面记为    , 其中    代表垂直方向的坐标,    和    代表水平方

向的坐标, 而    表示时间. 用上标+和−分别标记与上层和下层流体相关的物理量.    为未经扰

动的界面, 槽道的上下壁与未经扰动的界面平行, 分别记为    和    . 上下两种流体均

为理想电介质, 介电常数分别为    和    , 密度记为    和    . 未经扰动时, 槽道整体处于沿    方向

强度为    的均匀水平电场作用下. 当界面发生形变时, 记扰动后的上下流体层中的电场强度分

别 为    和    .  Maxwell方 程 的 静 电 极 限 意 味 着    , 其 中  

 是三维梯度算子. 由于静电场无旋, 故可引入电势函数    , 使得    . 最后,
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ϕ±

�∇ϕ±

假设流体在各自区域内的流动是无旋的 , 故可以引入速度势函数    , 使得速度场可以表示为

 . 在这些基本假设之下, 电势与速度势均满足 Laplace方程�∆ϕ− = 0, �∆V − = 0, 在区域− h− < z < η(x, y, t)中 (1)

�∆ϕ+ = 0, �∆V + = 0, 在区域 η(x, y, t) < z < h+中 (2)

�∆ = ∂xx + ∂yy + ∂zz z = η(x, y, t)其中    为三维 Laplace算子. 电场在界面    上需要满足两个边界条件,

即电势连续与电位移场连续

V − = V + , ε−
∂V −

∂n
= ε+

∂V +

∂n
(3)

n = (−ηx,−ηy, 1)
⊤/
√

1 + η2x + η2y其中    是界面处方向朝上的单位法向量 . 界面上流体运动满足运

动学边界条件与动力学边界条件, 分别为

ηt = ϕ−
z −∇η · ∇ϕ− = ϕ+

z −∇η · ∇ϕ+ (4)

0 = ρ−
(
ϕ−
t +

1

2
|�∇ϕ−|2 + gη

)
− ρ+

(
ϕ+
t +

1

2
|�∇ϕ+|2 + gη

)
+

[n ·Σ · n]−+ − σ∇ ·

[
∇η√

1 + |∇η|2

]
(5)

g σ ∇ = (∂x, ∂y)
⊤ Σ式中，    为重力加速度,    为界面张力系数,    为水平方向上的二维梯度算子, 而    是

Maxwell应力张量, 故有

[n ·Σ · n]−+ = ε−

[(
∂V −

∂n

)2

− 1

2
|�∇V −|2

]
− ε+

[(
∂V +

∂n

)2

− 1

2
|�∇V +|2

]
(6)

V ± = −E0x

W± = V ±/E0 + x W±

注意到, 未经扰动的电场势为    ; 而具体研究时, 只有扰动部分才有实际意义, 故

可以令    , 此时函数    仍然满足 Laplace方程, 而方程 (3)转变为

W− = W+ (7)

ε−(W−
z −∇η · ∇W−)− ε+(W+

z −∇η · ∇W+) = −(ε− − ε+)ηx (8)

 

h+

x



z

h−

flui ρ+

flui ρ−

electric field permittivity ε+

permittivity ε−electric field

E0

E0

 

图 1

水平电场下两层电介质流体间界面波问题的概图.
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同时有

[n ·Σ · n]−+ = E2
0ε

−

[(
∂W−

∂n

)2

− 1

2
|�∇W−|2

]
− E2

0ε
+

[(
∂W+

∂n

)2

− 1

2
|�∇W+|2

]
−

E2
0(ε

− − ε+)η2x
1 + |∇η|2

+ E2
0

(
ε−W−

x − ε+W+
x

)
(9)

最后, 在槽道的上下壁, 流场与电场均需满足无穿透边界条件, 即

∂ϕ+

∂z
=

∂W+

∂z
= 0 , 当 z = h+ (10)

∂ϕ−

∂z
=

∂W−

∂z
= 0 , 当 z = −h− (11)

从物理上来讲 , 有关电场的无穿透边界条件用于模拟电绝缘壁 (见 Barannyk 2015, Guan

2022). 方程 (1)(2)(4)(5)(7) ~ (11)构成水平电场下理想电介质流体界面问题的完整数学描述.

 3  Hamilton 原理

这一节将证明 , 在假定方程 (1)(2)和 (7) ~ (11)成立的前提下 , 式 (4)和式 (5)构成一个

Hamilton系统. V. E. Zakharov在 1968年开创性地给出了水波动力学的 Hamilton原理 (这一经

典工作的中译本请见 (Zakharov 2021), 读者也可阅读综述 (张宝善 1998)以了解更多相关内容).

以 Zakharov为代表的前苏联波动力学学派应该也知道电流体界面力学的 Hamilton原理, 尽管

他们并没有给出任何推导过程 (如 Zubarev 2013). 但事实上, 他们关于该问题在深水情形下的结

论并非显而易见, 这里我们给出任意水深情形下的详细证明.

E0 = 0

H η ξ = ρ−ϕ−(x, y, η, t)− ρ+ϕ+(x, y, η, t)

在不存在电场的情况下 (等价于令   ), 式 (4)和式 (5)亦构成 Hamilton系统, Hamilton量

为系统的总能量   , 而两个正则变量则为界面形变   和广义冲量 

(界面上下速度位势的线性组合), 即

H[η, ξ] = Ek + Ep (12)

Ek Ep其中动能    和势能    的具体表达式为

Ek =
ρ−

2

∫
R2

∫ η

−h−
|�∇ϕ−|2dzdxdy + ρ+

2

∫
R2

∫ h+

η

|�∇ϕ+|2dzdxdy (13)

Ep =
g (ρ− − ρ+)

2

∫
R2

η2dxdy + σ

∫
R2

(√
1 + |∇η|2 − 1

)
dxdy (14)

η ξ而    与    满足 Hamilton正则方程

ηt =
δH
δξ

, ξt = −δH
δη

(15)

δ

W± η

其中    代表变分 . 这一结果最初由 Kuznetsov等 (1993)和 Benjamin等 (1997)独立给出 . 因此可

合理猜测, 电流体界面力学的 Hamilton量也是总能量; 注意到    只与    相关, 故预测正则变量

依旧保持不变, 即

H[η, ξ] = Ek + Ep + Ee (16)
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Ek Ep Ee其中    和    已由式 (13)和式 (14)给出, 而电势能    的表达式如下

Ee =
E2

0ε
−

2

∫
R2

∫ η

−h−
|�∇W−|2dzdxdy + E2

0ε
+

2

∫
R2

∫ h+

η

|�∇W+|2dzdxdy (17)

η η η + δη需要检验的只是电势能的变分, 而这一部分只与    的变分相关. 当界面由    变为    时, 方

程式 (8)变为

ε−
[
W

−
z − (∇η +∇δη) · ∇W

−]− ε+
[
W

+

z − (∇η +∇δη) · ∇W
+
]
= −

(
ε− − ε+

)
(η + δη)x (18)

z = η + δη W
±
(x, y, z, t)此式在    上成立 , 其中    代表新界面下的电势函数 . 方程 (18)减去方程

(8), 并舍去高阶量 (仅保留一阶项)后得到

√
1 + |∇η|2

(
ε−

∂δW−

∂n
− ε+

∂δW+

∂n

)
= −

(
ε− − ε+

)
(δη)x +∇δη · ∇

(
ε−W− − ε+W+

)
−

√
1 + |∇η|2

(
ε−

∂W−
z

∂n
− ε+

∂W+
z

∂n

)
δη (19)

z = η δW± = W
± −W±上面的等式在    上成立, 其中    . 下面处理电势能的变分

δ

(
ε−

2

∫
R2

∫ η

−h−
|�∇W−|2dzdxdy

)
=

ε−

2

∫
R2

(∫ η+δη

−h−
|�∇W

−|2dz −
∫ η

−h−
|�∇W−|2dz

)
dxdy =

ε−

2

∫
R2

|�∇W−|2δη dxdy + ε−
∫
R2

(
W− ∂δW−

∂n

)
z=η

√
1 + |∇η|2 dxdy (20)

W (x, y, t) = W±(x, y, η, t)

上面第二个等号在保留一阶项的意义下成立. 同理可以得到上层电势能的变分. 根据式 (7)

定义    , 利用式 (19)和式 (20), 通过变分计算可以得到

δEe

E2
0

=

∫
R2

[
ε−

2
|�∇W−|2 − ε+

2
|�∇W+|2 −W

√
1 + |∇η|2 ∂(ε

−W−
z − ε+W+

z )

∂n

]
z=η

δη dxdy+∫
R2

{
(ε− − ε+)Wx −∇ ·

[
W
(
ε−∇W− − ε+∇W+

)
z=η

]}
δη dxdy =∫

R2

[
−ε−

2
|�∇W−|2 + ε+

2
|�∇W+|2 −

(
ε−W−

z − ε+W+
z

)
∇η · ∇W

]
δη dxdy+∫

R2

{(
ε− − ε+

)
Wx +

[
ε−
(
W−

z

)2 − ε+
(
W+

z

)2] (
1 + |∇η|2

)}
δη dxdy =∫

R2

[
ε−
(
∂W−

∂n

)2

− ε−

2
|�∇W−|2 − ε+

(
∂W+

∂n

)2

+
ε+

2
|�∇W+|2

]
δη dxdy+∫

R2

[
ε−W−

x − ε+W+
x − (ε− − ε+)η2x

1 + |∇η|2

]
δη dxdy (21)

�∆W± = 0上面的推导过程用到了    , 以及下面两个等式

∇W = ∇W± +W±
z ∇η , W±

z =

∂W±

∂n

√
1 + |∇η|2 +∇η · ∇W

1 + |∇η|2
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比较式 (21)和式 (9), 即完成证明.

 4  Dirichlet-Neumann 算子

ξ± = ϕ±(x, y, η, t) W = W±(x, y, η, t)定义    和    为未知函数在界面上的值 , 根据方程 (1)(2)及上

下壁处的无穿透条件式 (10)、式 (11), 界面上未知量的法向导数可表示为

G± (η, h±) ξ± = ∓
(
ϕ±
z −∇η · ∇ϕ±)

z=η
= ∓ηt (22)

G± (η, h±)W = ∓
(
W±

z −∇η · ∇W±)
z=η

(23)

η h± G±

η h±

G± G± ∑∞
j=0 G

±
j (η, h

±)

G±
j

这里引入了依赖于    和    的拟微分算子    , 这一算子在位势问题中至关重要, 它将 Dirich-

let边界条件映射为边界上的 Neumann条件, 因此被称为 Dirichlet-Neumann算子. 为简单起见,

在之后的论述中忽略算子对于    和    的依赖关系. 可以证明, 当界面的振幅与斜率小于特定值

时,    是解析算子; 也即是讲,    可以展开成收敛的 Taylor级数    . 在文献 (Craig

1993)中, Craig与 Sulem以递归函数的形式第一次给出了    的具体表达式, 这里仅展示展开式

的前三项

G±
0 = tanh

(
h±(−∆)1/2

)
(−∆)1/2 (24)

G±
1 = ±G±

0 ηG
±
0 ±∇ · η∇ (25)

G±
2 =

1

2
G±

0 η
2∆+

1

2
∆η2G±

0 +G±
0 ηG

±
0 ηG

±
0 (26)

∆ = ∂xx + ∂yy其中    是平面上的 Laplace算子. 利用 Dirichlet−Neumann算子, 方程 (8)可改写为

W = −
(
ε− − ε+

) (
ε−G− + ε+G+

)−1
ηx (27)

G−ξ− = −G+ξ+ ξ类似地, 利用运动学边界条件    以及    的定义, 可得

ξ+ = −
(
ρ−G+ + ρ+G−)−1

G−ξ , ξ− =
(
ρ−G+ + ρ+G−)−1

G+ξ (28)

最后, 利用散度定理改写动能 (13)与电势能 (17), 并将式 (28)和式 (27)代入, 可得

Ek =
1

2

∫
R2

(
ρ−ξ−G−ξ− + ρ+ξ+G+ξ+

)
dxdy =

1

2

∫
R2

ξG− (ρ−G+ + ρ+G−)−1
G+ξ dxdy (29)

Ee =
E2

0

2

∫
R2

(
ε−WG−W + ε+WG+W

)
dxdy =

E2
0 (ε

− − ε+)
2

2

∫
R2

ηx
(
ε−G− + ε+G+

)−1
ηx dxdy (30)

 5  多尺度建模

利用电流体界面力学的 Hamilton原理和 Dirichlet−Neumann算子的解析性质, 此节给出一

种具有普适意义的多尺度建模方法. 不同于 (Guan 2022), 本文中给出的方法直接从 Hamilton原
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h+ → ∞

λ µ =
h−

λ
µ ≪ 1

η ～ h− λ h−

理出发, 因此得到的约化模型自动满足能量守恒. 这里以“下层浅水、上层深水”为例, 说明建立

多尺度约化模型的具体操作步骤. 需要预先说明两点: 其一, 所谓“浅水”和“深水”是相对于界面

波的波长来讲的; 其二, 为记号简单起见, 直接假定上层水深是无穷 (即    ). 记界面波的特

征波长为    ; 由于下层流体的平均厚度相较于特征波长为小量, 如果记    , 则有    . 这里

推导强非线性模型, 也即是对界面波动的振幅不作特别假设, 只是要求    . 用    和    分别表

示水平和垂直方向的特征长度进行无量纲化, 则 Dirichlet-Neumann算子可展开成

G− = − 1

λ

[
µ∆+ µ∇ · η∇+O(µ3)

]
(31)

G+ =
1

λ

[
(−∆)1/2 + µ(−∆)1/2η(−∆)1/2 + µ∇ · η∇+O(µ2)

]
(32)

ρ+ < ρ− R =
ρ+

ρ−
< 1 ε =

ε−

ε+
假设流体系统处于密度稳定的结层状态 , 即    ; 记    和    , 通过直接的

符号计算可得

G− (G+ +RG−)−1
G+ = −µ

λ
(∆ +∇ · η∇) +

µ2R

λ

[
(−∆)1/2∇ · η∇− (−∆)3/2 −

∇ · η∇(−∆)−1/2∇ · η∇+∇ · η∇(−∆)1/2
]
+

1

λ
O(µ3) (33)

(
G+ + εG−)−1

= λ
[
(−∆)−1/2 − µ(η + ε)− µ(1− ε)(−∆)−1/2∇ · η∇(−∆)−1/2

]
+ λO(µ2) (34)

再用

h− ,
λ√

(1−R)gh−
, λ

√
(1−R)gh− (35)

W ξ = ξ− −Rξ+依次表示    、时间、速度势的特征尺度对系统进行无量纲化, 并重新定义    , 得

到新的能量表达式

Ep =
1

2

∫
R2

η2dxdy +
µ2Bo

2

∫
R2

|∇η|2dxdy (36)

Ek =
1

2

∫
R2

{
(1 + η)|∇ξ|2 + µR

[
2ξ(−∆)1/2∇ · η∇ξ − ξ(−∆)3/2ξ −

ξ∇ · η∇(−∆)−1/2∇ · η∇ξ
]}

dxdy (37)

Ee =
µBe

2

∫
R2

[
ηx(−∆)−1/2ηx − µ(η + ε)η2x + µ(1− ε)η

|||∇(−∆)−1/2ηx

|||2] dxdy (38)

Bo =
σ

(1−R)gρ−(h−)2
Be =

E2
0(ε

− − ε+)2

(1−R)gρ−h−ε+

Bo

Bo ～ 1/µ

Be ～ 1 O(µ)

其中    为 Bond数 , 而    可称为电场 Bond数 . 能量表达

式 (36)~(38)都做了截断 , 舍弃了高阶项 . 如 (Benjamin 1992)中所讨论的 , 可假设    是大参数 ,

  (相当于两层流体的密度非常接近, 且界面张力系数较大); 为简便起见, 假设电场强度

较弱, 即    . 最后, 将式 (36) ~ 式 (38)的项保留到    , 并计算截断后的 Hamilton量的变分

导数 (如式 (15)所示), 即可得到约化模型
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ηt =
δEk

δξ
= −∇ · [(1 + η)∇ξ] + µR

[
(−∆)1/2∇ · η∇ξ +∇ · η∇(−∆)1/2ξ −

(−∆)3/2ξ −∇ · η∇(−∆)−1/2∇ · η∇ξ
]

(39)

ξt = −δ (Ek + Ep + Ee)

δη
=− 1

2
|∇ξ|2 − µR∇ξ ·

[
∇(−∆)−1/2∇ · η∇ξ −∇(−∆)1/2ξ

]
−

η + µ2Bo∆η + µBe(−∆)−1/2ηxx (40)

η ξ

η = �η ei(k1x+k2y−ωt) ξ = �ξ ei(k1x+k2y−ωt)

k1 k2 x y ω

方程 (39)(40)构成关于未知量    和    的时间演化方程组, 满足能量守恒性质, 是 (Guan 2022)

中方程组 (16)(17)的高维推广 . 然而 , 这个方程组需要进一步修正 , 原因在于模型的线性色散

关系存在问题. 忽略方程组 (39)(40)中的非线性项, 并令    及    ,

其中    与    分别代表    与    方向的波数, 而    代表波的频率, 则有

ω2 = k2(1− µRk)

(
1 + µ2Bok

2 +
µBek

2
1

k

)
(41)

k =
√
k21 + k22 k ω2

ω

其中    为波矢量的模. 显然, 当    较大时,    变成负数, 这意味静止系统在无穷小扰动

下是不稳定的, 而原始方程并没有这样的性质. 为了保持    是实值函数, 需要对方程式 (39)进行

必要的处理. 注意到

∆ξ = −ηt −∇ · η∇ξ +O(µ) (42)

(−∆)3/2ξ将上式代入    , 则可以将式 (39)等价地改写为[
1 + µR(−∆)1/2

]
ηt = −∇ · [(1 + η)∇ξ] + µR

[
∇ · η∇(−∆)1/2ξ −∇ · η∇(−∆)−1/2∇ · η∇ξ

]
(43)

从线性波的角度来讲, 方程式 (43)和式 (40)构成一个适定的方程组, 因为此时的线性色散

关系为

ω2 =
k2

1 + µRk

(
1 + µ2Bok

2 +
µBek

2
1

k

)
(44)

x

c c = 0.5 µ = 0.1 Bo = 10

Be = 1 R = 0.99

约化模型 (43)和 (40)中存在“块状波”解 (lump), 一种在三维空间中完全局域化的行进波

(即局部波动在保持形状不变的情况下以固定速度直线传播). 这里采用修正的 Petviashvili迭代

技巧计算块状波, 具体的数值格式可参看 (Wang 2022), 此处只简单叙述结果. 假设块状波沿    方

向以速度    进行传播 , 图 2 给出了    时块状波波形 , 此时其他参数为 :    ,    ,

 ,    .

水平电场下的界面波表现出有趣的动力学行为 , 尤其是在抑制 Rayleigh-Taylor不稳定性、

界面的触壁奇性、自相似解等方面 (低维问题的相关结果可参看 Barannyk 2015), 许多行为可以

用目前建立的约化模型来展现 ; 因篇幅原因 , 关于方程组 (43)和 (40)的行波解全局分岔机理、

系统稳定性与动力学等问题的研究留待将来.

h−若假设界面振幅远小于    , 方程组 (43)(40)可简化为弱非线性的二维 Benjamin方程 (感兴

趣的读者可参看 (Guan 2022), 尽管那篇文章中只给出了一维 Benjamin方程的推导过程). 从上

面的例子可以看出 , 在长波、短波、小振幅波、有限振幅波等不同尺度的假设之下 , 利用 Di-

richlet-Neumann算子的解析性质, 可合理展开 Hamilton量中的动能与电势能, 截断后取变分导
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数即可得到各类约化模型 . 特别地 , 不难得到“上层浅水、下层浅水”的弱非线性弱色散的

Boussinesq型方程组与 Kadomtsev-Petviashvili型方程, 以及“上层深水、下层深水”的全色散弱

非线性的Whitham型方程. 囿于篇幅, 这里不再一一赘述推导过程, 有兴趣的读者可自行验证.

 6  结论与讨论

η ρ−ϕ− − ρ+ϕ+

本文研究两种电介质流体间的界面在水平电场作用下的波动问题. 证明了该自由边界问题

具有 Hamilton结构, 其 Hamilton量为总能量, 而正则变量为界面形变   与广义冲量   .

引入位势问题中至关重要的 Dirichlet-Neumann算子可改写 Hamilton量中有关动能与电势能的

部分. 在此基础上, 利用 Dirichlet-Neumann算子的解析性质, 可以将原来的三维问题简化为二维

问题. 最后, 按照所研究问题的时间与空间尺度的具体情况, 对 Hamilton量进行展开与截断, 通

过计算变分导数即可得到所需的约化模型. 这一套渐近方法具有一定的普适性, 可导出各类多尺

度模型, 文章仅以“上层深水、下层浅水”为例进行了详细说明. 相比于作者在 (Guan 2022)中提

出的多尺度建模方法, 本文提出的方法由于直接截断 Hamilton量进行变分, 所得的约化模型天

然具有 Hamilton结构, 是更为直截了当的方法.

在无黏不可压缩的假设之下, 因水平电场为电介质流体系统提供了更多的色散效应, 故起到

了稳定系统之作用. 但是水平电场的存在也破坏了系统的对称性, 这一点非常明显地展示在色散

关系式 (41)和式 (44)中, 也就是说从线性理论层面来看, 水平电场的稳定作用对那些垂直于电

场方向传播的波而言是无效的. 最后需要指出, 使用 Hamilton正则变量来构造模型并不一定是

最优的, 某些时候直接使用非正则变量所得到模型形式上更为简洁 (见 (Guan 2022)中的讨论).
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Interfacial electrohydrodynamic waves under horizontal elec-

tric fields: Hamilton’s principle and multi-scale modeling

WANG Zhan*

Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China

School of Engineering Science, University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China

Abstract　This  paper  is  concerned  with  the  multi-scale  modeling  of  interfacial  waves  between  two

dielectric fluids under a horizontal electric field. First, we give a detailed proof of the Hamilton prin-

ciple for this system. Next, based on the Hamiltonian structure and the analytical property of the Di-

richlet-Neumann operator, the kinetic energy and electric potential energy in the Hamiltonian are ex-

panded into the form of convergent series, and the order of truncation is determined. Finally, the re-

duced  model  is  obtained  by  calculating  the  variational  derivatives  of  the  approximate  total  energy

after truncation. The above process provides a systematic method for establishing nonlinear multi-scale

models. Taking the case of “deep upper layer and shallow lower layer” as an example, we describe the
whole modeling process in detail. Furthermore, the nonlinear coherent structure in the newly proposed

model is  computed  using  the  modified  Petviashvili  iterative  method.  The  asymptotic  technique  de-

veloped in this paper differs from previous work. Its advantage is that the derived reduced models nat-

urally retain the energy conservation property; at the same time, this paper also extends the previous

results to the three-dimensional situation.

Keywords　Hamiltonian, interfacial waves, electrohydrodynamics, multi-scale modeling
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