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摘要  在无界斯托克斯流体中，球形颗粒的速度与阻力关系可写为：𝑼 = 6𝜋𝜇𝑎𝑭，而如果颗

粒受到壁面影响，有𝑼 = 𝑴 ∙ 𝑭，其中𝑴为随空间位置而变化的颗粒迁移率张量。本文使用

数值模拟方法计算了封闭球腔内微流体中单个球形和椭球形颗粒的不同方向的迁移率，并

研究了颗粒形状、颗粒与腔体体积比、颗粒方位对迁移率的影响。本文还发现如果颗粒在

球腔内的运动破环了空间对称性，颗粒会有漂移速度。此漂移速度与主速度之比受颗粒与

腔体体积比和颗粒位置的影响。 
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一、引言 
 

在低雷诺数流动中，三维封闭球腔内微流体中颗粒的运动机理还不甚明了，其中

颗粒与颗粒之间、颗粒与壁面之间的相互作用一直受到广泛研究，它们通过球腔内的

流体互相影响，形成了非常复杂的动力学问题。自然界中广泛存在此类问题，细胞[1]就

是一个重要的例子。虽然细胞外壁不是规则球形，但研究球腔内颗粒运动有助于理解

细胞内物质输运规律。如果从物理的角度看待生命活动，细胞可看成一个微小封闭空

间，其中的生命活动（如新陈代谢）可看作是大分子在细胞质中的运动。对生命的理

解一直是科学研究的目标之一，对于细胞中生命物质的分布、运动和相互作用，学界

尚不清楚其中的物理规律，而低雷诺数胶体水动力学为解决该问题提供了一种有效途

径。 

对颗粒在无界流体中的运动，国内外学者从理论分析、数值计算和实验观测等方

面进行了一百多年的探索，很好地解释了颗粒运动规律，揭示了其中的机理。但对限

域微流体中颗粒在壁面影响下的运动，不仅理论求解十分复杂，而且颗粒运动的一些

规律和机理还有待研究。 

为探究球腔壁对腔内颗粒的水动力影响，一种方法是解析求出颗粒在球腔内的速

度[2]、阻力等运动参数，并与颗粒在无界流体中的运动参数比较。两种情况下，运动参

数的不同，可体现出球腔壁对颗粒运动的水动力影响。本文将使用数值模拟来研究球

腔内微流体中单个颗粒的动力学特征。 

 

 

二、数值计算方法 
 

球腔内微流体的雷诺数非常小(Re << 1)，可假设为准静态的不可压缩流，忽略惯性

项的影响，流体的动量和质量守恒方程简化为 

 −𝜵𝑝 + 𝜇∆𝒖 = −𝝆                          （1） 

𝜵 ∙ 𝒖 = 𝟎                               （2） 
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其中𝑝是压强，𝜇是流体的粘度，𝒖是流体的速度，𝝆是颗粒作用在流体上的点力。不考

虑布朗运动的颗粒运动偏微分方程为 

𝑑𝑹 = [𝑼𝟎 +𝑴 ∙ 𝑭]                         （3） 

其中𝑹是颗粒的位置，𝑼0是颗粒位置处流体的无扰动流速，𝑴是迁移率张量，𝑭是作用

在颗粒上的外力。本文采用 Li 等人[3]的方法，计算了单个颗粒在球腔内低雷诺数流体

中的运动。此方法的主要思想是使用 Ewald 方法，将颗粒与颗粒、颗粒与壁面的水力

相互作用分解为局部和全局两项分别计算。局部项采用格林函数法计算，全局项采用

并行有限元方法计算。 

 

三、结果与讨论 
 

本文考虑不同大小的颗粒在同一球腔内不同径向位置分别受径向和横向力，计算

了颗粒运动的速度和归一化后的迁移率（𝑴 = 𝑼 ∗ 𝟔𝝅𝜇𝑎/𝑭）。图 1（a）表示不同大小

的颗粒在受径向力时迁移率随径向位置的变化，我们将数值结果与文献[2]中的解析解进

行了对比。图 1（b）表示不同大小的颗粒在受横向力时迁移率随径向位置的变化，我

们将数值结果与文献[2]中的解析解进行了对比。可以看出，此方法在截断位置（颗粒与

壁面之间具有 Lennard-Jones 势时，颗粒能达到的极限位置）前的计算结果与解析解吻

合良好。 

        

图 1 不同大小颗粒在受径向（a）和横向（b）力下的归一化迁移率随颗粒在球腔内径向位置的变化 

迁移率不仅受半径比（颗粒与球腔）、颗粒所处位置的影响，还与颗粒的形状有关。

本文分别以半径为 1、2、3 的球形颗粒为基准，计算了纵横比分别为 0.5（扁球）、1.2、

1.5、2.0（长球）（三个半轴长 a=2b=2c）的椭球颗粒在球腔中心对称面运动时的迁移率
[4]。图 2（a）描绘了不同大小和形状的颗粒的径向迁移率随径向位置的变化；图 2（b）

描绘了不同大小和形状的颗粒的横向迁移率随径向位置的变化。从图二可以看出，在

等体积条件下，颗粒形状对迁移率的影响随颗粒与球腔体积比的增大而增大。 
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图 2 不同体积和形状的颗粒的径向（a）、横向（b）迁移率随径向位置的变化 

颗粒的方位对迁移率也有影响。本文针对纵横比为 2.0 的长球（a=2b=2c），分别计

算了其绕 y 轴旋转 0°（其长轴与 x 轴平行）、15°、30°、45°、60°、75°、90°、105°、

120°、135°、150°、165°时迁移率的变化。图 3（a）和（b）分别描绘了径向和横向迁

移率的变化。从图三中可以看出，径向迁移率在长轴与 x 轴的夹角为 0°时最大，夹角

为 90°时最小，迁移率不仅关于 x=0 位置对称，还关于与 x 轴的夹角对称：两夹角之和

为 180°时（例如：60° 和 120°）的迁移率相等。横向迁移率随夹角变化的结果相反，迁

移率在长轴与 x 轴的夹角为 0°时最小，夹角为 90°时最大，横向迁移率同样关于 x=0 位

置、角度具有对称性。 

       

图 3 纵横比为 2 的长球在不同方位下的径向（a）和横向（b）迁移率 

为进一步说明迁移率随旋转角度的变化，图 4（a）描绘了在 x=R/2处纵横比为 2的

长球径向方向（x 轴方向）的迁移率与旋转角度的关系，可用式（4）表示 

𝑀 =
𝑀𝑚𝑎𝑥 −𝑀𝑚𝑖𝑛

2
sin(2휃 + 0.5𝜋) +

𝑀𝑚𝑎𝑥 +𝑀𝑚𝑖𝑛

2
          （4） 
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图 4（b）描绘了在 x=R/2 处纵横比为 2 的长球横向方向（与 x 轴方向垂直）迁移率与

旋转角度的关系，可用式（5）表示 

𝑀 =
𝑀𝑚𝑎𝑥 −𝑀𝑚𝑖𝑛

2
sin(2휃 − 0.5𝜋) +

𝑀𝑚𝑎𝑥 +𝑀𝑚𝑖𝑛

2
          （5） 

其中𝑀𝑚𝑎𝑥和𝑀𝑚𝑖𝑛分别为颗粒在某一位置旋转角不同时的最大和最小迁移率。휃为颗粒

旋转角度。式（4）和（5）不仅适用于 x=R/2 处，它们还适用于球腔内任意位置。 

 

     

图 4 纵横比为 2 的长球颗粒位于 x=R/2 处的径向（a）和横向（b）迁移率随旋转角度的变化关系 

我们还考虑了球形颗粒在球腔内某个非对称平面内的运动，如果此运动不具有空

间对称性，由于颗粒所受流体应力的不对称性[5]，颗粒会有漂移速度，此速度方向与该

平面法向平行。而且，在球腔内同一位置，同一颗粒产生的漂移速度与主速度之比相

等，与颗粒受力大小无关。图 5 描绘了不同大小的颗粒在 x=-R/2 的 y-z平面内受 y方向

力运动时产生的漂移速度与 y方向主速度之比。从图 5中可以看出，随着颗粒与球腔体

积比的增大，漂移效应也在增大。 
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图 5 不同大小颗粒在 x=-R/2 的 y-z 平面内运动时漂移速度与主速度之比随颗粒 y 轴位置的变化 

四、结论 
 

本文验证了 Li 等人[3]的算法对计算球腔内颗粒运动的有效性。研究了颗粒形状和

方位对迁移率的影响。我们发现，颗粒与球腔体积之比越大，颗粒形状对迁移率的影

响越大；颗粒在某一位置不同方位下的迁移率与旋转角度呈三角函数关系。颗粒在球

腔内运动的不对称性会使颗粒形成漂移速度，此漂移速度与主速度之比与颗粒运动时

受力大小无关，而与颗粒与球腔体积比、颗粒位置有关。 

 

参  考  文  献 

 

1. Maheshwari AJ, Sunol AM, Gonzalez E, Endy D, Zia RN. Colloidal hydrodynamics of biological cells: A 

frontier spanning two fields. Physical Review Fluids. 2019;4(11). 

2. Aponte-Rivera C, Zia RN. Simulation of hydrodynamically interacting particles confined by a spherical 

cavity. Physical Review Fluids. 2016;1(2). 

3. Li J, Jiang X, Singh A, Heinonen OG, Hernandez-Ortiz JP, de Pablo JJ. Structure and dynamics of 

hydrodynamically interacting finite-size Brownian particles in a spherical cavity: Spheres and cylinders. J 

Chem Phys. 2020;152(20):204109. 

4. Happel J, Brenner H. Low Reynolds number hydrodynamics: with special applications to particulate media: 

Springer Science & Business Media; 2012. 

5. Ham S, Fang WZ, Qiao R. Particle actuation by rotating magnetic fields in microchannels: a numerical 

study. Soft Matter. 2021;17(22):5590-601. 

 

 

 

 

  


