
航　空　学　报 Ｄｅｃ．２５　２０２２Ｖｏｌ．４３Ｎｏ．１２
Ａｃｔａ　Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａ　ｅｔ　Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ　 ＩＳＳＮ　１０００－６８９３　ＣＮ　１１－１９２９／Ｖ

１２６１５５－１　　　　

ｈｔｔｐ：／／ｈｋｘｂ．ｂｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ　ｈｋｘｂ＠ｂｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ

引用格式：刘博，李诗尧，陈嘉禹，等．基于映射函数的新型五阶 ＷＥＮＯ格式［Ｊ］．航空学报，２０２２，４３（１２）：１２６１５５．ＬＩＵ　Ｂ，ＬＩ　Ｓ　Ｙ，
ＣＨＥＮ　Ｊ　Ｙ，ｅｔ　ａｌ．Ｎｅｗ　ｆｉｆｔｈ　ｏｒｄｅｒ　ＷＥＮＯ　ｓｃｈｅｍｅ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｍａｐｐｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｃｔａ　Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａ　ｅｔ　Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ，２０２２，
４３（１２）：１２６１５５（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）．ｄｏｉ：１０．７５２７／Ｓ１０００－６８９３．２０２１．２６１５５

基于映射函数的新型五阶 ＷＥＮＯ格式

刘博１，李诗尧２，３，陈嘉禹４，５，程启豪６，时晓天１，＊

１．中国航天空气动力技术研究院，北京　１０００７４
２．中国科学院 力学研究所 高温气体动力学国家重点实验室，北京　１００１９０
３．中国科学院大学 工程科学学院，北京　１０００４９
４．天津大学 水利工程仿真与安全国家重点实验室，天津　３０００７２
５．天津大学 建筑工程学院，天津　３００３５０
６．天津大学 数学学院，天津　３００３５０

摘　要：研究高精度和高分辨率的差 分 格 式 对 于 复 杂 流 场 的 数 值 模 拟 有 重 要 意 义。为 了 克 服 ＷＥＮＯ－ＪＳ格 式 和 ＷＥ－
ＮＯ－Ｚ在通量函数的一阶和二阶极值点处降阶的缺陷，基于重构权重系数的思想，设计一族映射函数并应用到五阶 ＷＥ－
ＮＯ格式中。近似色散关系表明，ＷＥＮＯ－Ｐｅ的色散误差和数值耗散均小于 ＷＥＮＯ－ＪＳ、ＷＥＮＯ－Ｚ以及其他基于映射函数

的 ＷＥＮＯ格式。新格式与其他格式数值模拟变形的高斯波问题，Ｓｏｄ激波管、Ｌａｘ激波管、激波密度干扰问题等一维算

例，Ｒｉｅｍａｎｎ问题、Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｔａｙｌｏｒ不稳定性 问 题、双 马 赫 反 射 问 题 等 二 维 算 例 的 结 果 表 明：在 精 度 阶 相 同 的 情 况 下，

ＷＥＮＯ－Ｐｅ格式拥有更良好的捕捉间断能力，分辨率更高，适合应用于复杂流场的数值模拟。
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　　随 着 航 空 航 天 技 术 的 发 展，计 算 流 体 力 学

（ＣＦＤ）逐渐成为研究各类复杂气体流动问题的主

要手段，而计算机科技的进步为数值模拟提供了

更广阔的前景。针对有强非线性效应的物理问题

（诸如激波问题），使用拥有良好频谱性的线性格

式计算会出现非物理振荡，严重时甚至会使计算

发散，即使加密网格也不会减弱振荡［１］，为解决此

类问题需要发展非线性格式。ＴＶＤ（Ｔｏｔａｌ　Ｖａｒｉ－
ａｔｉｏｎ　Ｄｉｍｉｎｉｓｈｉｎｇ）格式［２］具有良好的分辨率和稳

定性，但 是 精 度 较 低。ＤＧ（Ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｏｕｓ　Ｇａｌｅｒ－
ｋｉｎ）［３］、ＦＲ（Ｆｌｕｘ　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ）［４］等 有 限 元 方

法虽然可以适应非结构网格，但在捕捉间断方面

仍有待完善。Ｈａｒｔｅｎ［５］和Ｓｈｕ［６］等 把ＴＶＤ格 式

要求降低 为 满 足 总 变 差 有 界 ＴＶＢ（Ｔｏｔａｌ　Ｖａｒｉａ－
ｔｉｏｎ　Ｂｏｕｎｄｅｄ）的 条 件，提 出 了ＥＮＯ（Ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ
Ｎｏｎ－Ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ　ｓｃｈｅｍｅ）格式。在此 基 础 上，Ｌｉｕ
等［７］首 次 提 出 ＷＥＮＯ（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ　Ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ
Ｎｏｎ－Ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ　ｓｃｈｅｍｅ）思 想，Ｊｉａｎｇ和Ｓｈｕ［８］随

后提出光滑因子和加权系数具体的表达式，并提

出了三阶和 五 阶 的 ＷＥＮＯ格 式，此 格 式 适 合 处

理含有间断的 问 题，被 广 泛 使 用［９－１４］。然 而 ＷＥ－
ＮＯ－ＪＳ格式 在 极 值 点 处 的 精 度 会 降 低，Ｈｅｎｒｉｃｋ
等［１５］分析了其 原 因 并 通 过 引 入 映 射 函 数 重 构 加

权 系 数，提 出 了 ＷＥＮＯ－Ｍ 格 式，Ｂｏｒｇｅｓ［１６］和
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Ｃａｓｔｒｏ［１７］等对光滑因子进行改进，形成 ＷＥＮＯ－Ｚ
格式，克服了极值点降阶的缺陷。随后有研究者

提出一 系 列 针 对 ＷＥＮＯ－Ｚ的 改 进 方 案［１８－２０］，但

仍然改进 不 了 耗 散 较 大 的 缺 陷。Ｗｕ等［２１］通 过

数学推导指出 ＷＥＮＯ－Ｚ格式在高阶极值点处会

降阶。为 了 减 少 耗 散，Ｆａｎ［２２］提 出 ＷＥＮＯ－η格

式，Ｈａ等［２３］提出 ＷＥＮＯ－ＮＳ格 式。另 有 研 究 人

员基于 Ｈｅｎｒｉｃｋ的思想，构造新的映射函数，例如

Ｆｅｎｇ等［２４］将 ＷＥＮＯ－Ｍ格式推广到更高阶情形，

提出 ＷＥＮＯ－ＩＭ 格式，随后Ｆｅｎｇ等［２５］又提出在

端点处应 接 近ＥＮＯ性 质，改 进 得 到 ＷＥＮＯ－ＰＭ
格式。Ｌｉ［２６］和刘 朋 欣［２７］等 则 认 为 在 端 点 处 应 逼

近 恒 等 映 射，提 出 ＷＥＮＯ－ＰＰＭ 格 式。Ｗａｎｇ
等［２８］通过大量 实 验 发 现 映 射 函 数 在 右 端 点 处 的

导数影响 微 小，从 而 改 进 出 振 荡 更 小 的 ＷＥＮＯ－
ＲＭ格 式。Ｖｅｖｅｋ等［２９］提 出 基 于 变 化 因 子λ的

ＷＥＮＯ－ＡＩＭ格式。

基于映射函数思想重构加权因子，大 多 数 已

有的映射函数都是多项式型函数，为了提高函数

在端点处的收敛速度与理想权重值处稳定性，以

指数函数作为基函数构造分段映射函数 ＷＥＮＯ－
Ｐｅ（Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ　ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ　ｍａｐｐｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ），使

其匹配常用 ＷＥＮＯ格 式，并 以 五 阶 为 例 通 过 若

干经典算例验证，与其他格式对比来验证新格式

的性能。

１　问题描述与数值离散

１．１　标量方程

一维对流 方 程 是 最 简 单 的 双 曲 线 偏 微 分 方

程，该方程可分为线性与非线性两类：

∂ｕ
∂ｔ＋

ａ∂ｕ
∂ｘ＝

０ （１）

∂ｕ
∂ｔ＋

∂ｆ（ｕ）
∂ｘ ＝０ （２）

１．２　矢量方程

无黏性流体动力学中最重要的基本 方 程，即

Ｅｕｌｅｒ方程组，是 指 对 无 黏 性 流 体 微 团 应 用 牛 顿

第二定律得到的运动微分方程。以一维守恒的情

形为例：

∂Ｕ
∂ｔ＋

∂Ｆ
∂ｘ＝

０ （３）

式中：

Ｕ ＝
ρ
ρｕ
■

■

■

■Ｅ

，Ｆ＝
ρｕ

ρｕ
２＋ｐ

（Ｅ＋ｐ）

■

■

■

■ｕ

（４）

其中：ρ、ｕ和ｐ分别代表流体密度、速度与压强；Ｅ
为单位体积流体的总能量，其表达式为

Ｅ＝ ｐ
γ－１＋

１
２ρｕ

２ （５）

式中：γ为气体常数。

１．３　数值离散

在对Ｅｕｌｅｒ方程组离散时，采取Ｓｔｅｇｅｒ－Ｗａｒ－
ｍｉｎｇ流通矢量分裂法，通量Ｆ分解为正负两部分

分别参与运算：

Ｆ＝Ｆ＋＋Ｆ－ （６）
此方法具体步骤详见文献［３０］。将求解空间

分成若干网格 点ｘｊ，并 在 半 网 格 点ｘｊ＋１２ 处 利 用

高阶迎风 差 分 格 式 重 构 通 量Ｆ�ｊ＋１２ ，进 而 将 方 程

（３）半离散化：

∂Ｕｊ
∂ｔ ＋

Ｆ�ｊ＋１２ －Ｆ
�
ｊ－１２

Δｘ ＝０ （７）

再对时间导数项进行离散，为了与空 间 项 精

度匹 配，所 用 的 五 阶 格 式 均 采 用 三 阶 精 度 的

Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式［３０］：

Ｕｎ（１）ｊ ＝Ｕｎｊ＋ΔｔＬｈ（Ｕｎｊ）

Ｕｎ（２）ｊ ＝ ３４Ｕ
ｎ
ｊ＋１４Ｕ

ｎ（１）
ｊ ＋Δｔ４Ｌｈ

（Ｕｎ（１）ｊ ）

Ｕｎ＋１ｊ ＝ １３Ｕ
ｎ
ｊ＋２３Ｕ

ｎ（２）
ｊ ＋２Δｔ３Ｌｈ

（Ｕｎ（２）ｊ

■

■

■
）

（８）

式中：Ｌｈ（Ｕｎｊ）为Ｕｎｊ 关于空间的离散格式。由于

正负通量的重构手段一致，下文将以正通量为例

介绍重构方法。

２　通量重构

２．１　ＷＥＮＯ格式思想

以五阶 ＷＥＮＯ格 式 为 例，该 算 法 是 对ＥＮＯ
格式的各备选模板上重构函数进行非线性加权，
使其在光滑区域达到更高阶精度，并减少数值解

在间断附近的非物理振荡。在计算ｘｊ＋１２ 点通量ｆ
时，需要３个子模板上的重构函数：
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ｑ＋０ ｘｊ＋（ ）１２ ＝
１
３ｆ

＋
ｊ－２－７６ｆ

＋
ｊ－１＋１１６ｆ

＋
ｊ

ｑ＋１ ｘｊ＋（ ）１２ ＝－
１
６ｆ

＋
ｊ－１－５６ｆ

＋
ｊ ＋１３ｆ

＋
ｊ＋１

ｑ＋２ ｘｊ＋（ ）１２ ＝
１
３ｆ

＋
ｊ ＋５６ｆ

＋
ｊ＋１－１６ｆ

＋
ｊ＋

■

■

■
２

（９）

该函 数 是 通 过 每 个 子 模 板 上 使 用Ｌａｇｒａｎｇｅ
插 值 多 项 式 得 到 代 数 多 项 式，正 负 通 量 模 板 如

图１（ａ）和图１（ｂ）所示。

图１　ＷＥＮＯ５总模板与子模板

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｎｅｒａｌ　ａｎｄ　ｓｕｂ　ｔｅｍｐｌａｔｅｓ　ｏｆ　ＷＥＮＯ５ｓｃｈｅｍｅ

另一方面，ｆ�ｊ＋１２ 是由３个子模板共５个节点

重构 而 成，由 其 线 性 插 值 多 项 式 可 得５点 重 构

通量：

ｑ＋ ｘｊ＋（ ）１２ ＝
１
３０ｆ

＋
ｊ－２－１３６０ｆ

＋
ｊ－１＋４７６０ｆ

＋
ｊ ＋

　　 ９２０ｆ
＋
ｊ＋１－１２０ｆ

＋
ｊ＋２ （１０）

由此得出理想权重系数：Ｃ＋０ ＝ １１０
，Ｃ＋１ ＝ ３５

，

Ｃ＋２ ＝ ３１０
。

但真实权重ω＋ｋ （ｋ＝０，１，２）并非总与理想权

重相等，故得到重构函数为

ｆ�＋ｊ＋１２ ＝∑
２

ｋ＝０
ω＋ｋｑ＋ｋ ｘｊ＋（ ）１２ （１１）

并要求非线性权在光滑区域充分接近理想权重，
在间断附近退化为ＥＮＯ格式，以保证减小振荡，
因此构造合适的非线性权成为关键问题。

２．２　各类非线性权

２．２．１　ＷＥＮＯ－ＪＳ格式

为了获取合 适 的 非 线 性 权 重 系 数，Ｓｈｕ［３１］建

议引入度量函数光滑性的光滑度函数ＩＳ＋ｋ ：

ＩＳ＋０ ＝１３１２
（ｆ＋ｊ－２－２ｆ＋ｊ－１＋ｆ＋ｊ）２＋

　　 １４
（ｆ＋ｊ－２－４ｆ＋ｊ－１＋３ｆ＋ｊ）２

ＩＳ＋１ ＝１３１２
（ｆ＋ｊ－１－２ｆ＋ｊ ＋ｆ＋ｊ＋１）２＋

　　 １４
（ｆ＋ｊ－１－ｆ＋ｊ＋１）２

ＩＳ＋２ ＝１３１２
（ｆ＋ｊ －２ｆ＋ｊ＋１＋ｆ＋ｊ＋２）２＋

　　 １４
（３ｆ＋ｊ －４ｆ＋ｊ＋１＋ｆ＋ｊ＋２）

■

■

■
２

（１２）

　　并提出一种非线性权构造方案：

α＋ｋ ＝ Ｃ＋ｋ
（ε＋ＩＳ＋ｋ）ｐ

，ω＋ｋ ＝ α＋ｋ

∑
２

ｉ＝０
α＋ｉ

（１３）

式中：ｐ为≥２的正整数；ε为防止分母为０的充

分小正数，通常取１０－６。

２．２．２　ＷＥＮＯ－Ｍ格式

Ｈｅｎｒｉｃｋ等［１５］注意到 ＷＥＮＯ－ＪＳ格式在极值

点处精度会降低，主要原因是ω＋ｋ 仅能一阶逼近理

想权重Ｃ＋ｋ ，通过大量数值实验进一步发现，在极

值点处五阶 ＷＥＮＯ－ＪＳ的精度只有三阶左右，为

使格 式 仍 在 极 值 点 处 保 持 原 有 精 度，Ｈｅｎｒｉｃｋ等

设计出一种映射函数，将 ＷＥＮＯ－ＪＳ的权重经 过

一个 简 单 函 数 映 射，得 到 新 的 权 重，此 格 式 称 为

ＷＥＮＯ－Ｍ格式，其 映 射 函 数 为（由 于 表 达 式 一

致，以下省略正负号）

ｇＭ，ｋ ＝ωｋ
（Ｃｋ＋Ｃｋ２－３Ｃｋωｋ＋ωｋ２）
Ｃｋ２＋ωｋ（１－２Ｃｋ）

（１４）

再将新得到的函数值重构为权重系数：

ωＭ，ｋ ＝ ｇＭ（ωｋ）

∑
２

ｉ＝０
ｇＭ（ωｉ）

（１５）
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注意到该映射函数在（０，１）区间内严格单调

递增且具有二阶连续导数，同时还应当满足如下

性质：

ｇ（０）＝０，ｇ（１）＝１
ｇ（Ｃｋ）＝Ｃｋ
ｇ′（Ｃｋ）＝ｇ″（Ｃｋ）＝
■
■

■ ０

（１６）

通过将ωＭ，ｋ 表达式在Ｃｋ 点做Ｔａｙｌｏｒ展开可

以证明：

ωＭ，ｋ ＝Ｃｋ＋Ｏ（Δｘ３） （１７）

２．２．３　ＷＥＮＯ－ＰＰＭ格式

Ｌｉ等［２６］认为映 射 函 数 应 经 过 映 射 以 后 的 非

线性权在定 义 域 边 界 处 应 尽 快 地 收 敛 到０或 者

１，于是提出分段多项式函数作为映射函数：

ｇＰＰＭ（ω）＝
Ｃｋ １＋ ω

Ｃｋ－（ ）１［ ］
５

ω≤Ｃｋ

Ｃｋ＋
（ω－Ｃｋ）５
（１－Ｃｋ）４

ω＞Ｃ
■

■

■
ｋ

（１８）

其重构加权因子为

ωＰＰＭ，ｋ ＝ ｇＰＰＭ（ωｋ）

∑
２

ｉ＝０
ｇＰＰＭ（ωｉ）

（１９）

２．２．４　ＷＥＮＯ－ＰＭ格式

Ｆｅｎｇ等［２５］注意到，Ｈｅｎｒｉｃｋ等提出的映射函

数（１４）在端点处导数值偏大：

ｇ′（０）＝１＋１Ｃｋ
，ｇ′（１）＝１＋ １

１－Ｃｋ
（２０）

这样会使靠近端点处的权重被放大，出 现 较

大误差，为了修 正 此 问 题，Ｆｅｎｇ等 在 式（１６）基 础

上对映射函数补充了新要求，即端点处函数的趋

近速度：

ｇ′（０）＝ｇ′（１）＝０ （２１）
并设计出新的映射函数：

ｇＰＭ（ω）＝

Ｃｋ＋
（－１）ｎ（ｎ＋１）
Ｃｋｎ＋１

ω＋ Ｃｋ
ｎ＋（ ）１ （ω－Ｃｋ）ｎ＋１

　　　　　　　　　　　　　　ω≤Ｃｋ

Ｃｋ－
（ｎ＋１）
（１－Ｃｋ）ｎ＋１

ω－１－Ｃｋｎ＋１－（ ）１ （ω－Ｃｋ）ｎ＋１
ω＞Ｃ

■

■

■ ｋ

（２２）
使用五阶 ＷＥＮＯ格式时推荐参 数ｎ＝４，重

构权重系数为

ωＰＭ，ｋ ＝ ｇＰＭ（ωｋ）

∑
２

ｉ＝０
ｇＰＭ（ωｉ）

（２３）

２．２．５　ＷＥＮＯ－ＲＭ格式

Ｗａｎｇ等［２８］认 为 分 段 函 数 的 全 局 光 滑 性 不

足，应使用全局高阶连续函数克服来自不光滑模

板的影响，故提出新的映射函数：

ｇＲＭ（ω）＝Ｃｋ＋
（ω－Ｃｋ）ｎ＋１

∑
ｍ＋１

ｉ＝０
ａｉωｉ

（２４）

式中：ａｉ＝
ｎ＋１（ ）ｉ

（－Ｃｋ）ｎ－ｉ；ａｍ＋１＝（１－ｄ）ｎ－

∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ；

ｎ＋１（ ）ｉ
代表组合数。类似的其重构权 重

系数为

ωＲＭ，ｋ ＝ ｇＲＭ（ωｋ）

∑
２

ｉ＝０
ｇＲＭ（ωｉ）

（２５）

函数（２４）仍然具备如下性质：

ｇ（０）＝ｇ′（０）＝ … ＝ｇ（ｍ）（０）＝０
ｇ（１）＝１
ｇ（Ｃｋ）＝Ｃｋ
ｇ′（Ｃｋ）＝ｇ″（Ｃｋ）＝ … ＝ｇ（ｎ）（Ｃｋ）＝

■

■

■ ０

（２６）

２．２．６　ＷＥＮＯ－Ｐｅ格式

总结以上的研究，一个好的映射函数 应 具 有

如下特点：

１）在（０，１）区间内具有良好的光滑性。

２）在各阶极值点处精度不下降。

３）有较强的克服不光滑模板的能力。

４）在ｇ（０）处平缓收敛到０。

５）在ｇ（１）处接近恒等映射。
多项式函数在固定区间的增长速率依赖次数与

系数，故考虑使用其他类型函数替代，而指数函数具

有无穷次可导且增长率较大的良好性质，可考虑使

用其构造映射函数，使该函数具有如下性质：

ｇ（０）＝ｇ′（０）＝ … ＝ｇ（ｍ）（０）＝０
ｇ′（ω）≥０
ｇ（１）＝ｇ′（１）＝１
ｇ（Ｃｋ）＝Ｃｋ
ｇ′（Ｃｋ）＝ｇ″（Ｃｋ）＝ … ＝ｇ（ｎ）（Ｃｋ）＝

■

■

■ ０

（２７）
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２．３　构造 ＷＥＮＯ－Ｐｅ格式的非线性权

以Ｃｋ 为分界点，将［０，１］区间分为 ［０，Ｃｋ）和

［Ｃｋ，１］，在左半端内设

ｔＬ（ω）＝ｅ
－ＡＬ（ω－Ｃｋ）－１
ｅ　ＡＬＣｋ －１

（２８）

ｇＰｅＬ（ω）＝Ｃｋ １＋∑
ｍＬ

ｉ＝０
αＬ，ｉｔＬｎ＋１＋（ ）ｉ （２９）

在右半段内设

ｔＲ（ω）＝ｅ　
ＡＲ（ω－Ｃｋ）－１
ｅ　ＡＲ（１－Ｃｋ）－１

（３０）

ｇＰｅＲ（ω）＝ （１－Ｃｋ）（αＲ，０ｔＲｎ＋１＋
　　αＲ，ｍＲ＋１ｔＲ

ｎ＋ｍＲ＋１）＋Ｃｋ （３１）
式中：ＡＬ 和ＡＲ 为 正 实 数；ｍＬ、ｍＲ、ｎ是 正 整 数

（ｎ≥ｍ≥２）；αＬ，ｉ 和αＲ，ｉ 是由ＡＬ 、ＡＲ 、ｍＬ、ｍＲ
和ｎ确定的系 数，对 于 五 阶 ＷＥＮＯ而 言，取ｎ＝
５，ｍＬ＝ｍＲ＝２（一般情况下取ｍＬ＝ｍＲ，以下简称

ｍ），并且ＡＬ ＝ＡＲ 即可。易证

ｇＰｅＬ（Ｃｋ）＝Ｃｋ
ｇＰｅ′Ｌ （Ｃｋ）＝ｇＰｅ″Ｌ （Ｃｋ）＝ … ＝ｇＰｅＬ （ｎ）（Ｃｋ）＝■
■

■ ０
（３２）

为使在左端点处表现为ＥＮＯ性质，需满足

ｇＰｅＬ（０）＝ｇＰｅ′Ｌ （０）＝ｇＰｅ″Ｌ （０）＝０ （３３）
则αＬ，ｉ 应满足：

αＬ，０ ＝－
（ｎ＋２）（ｎ＋３）

２
αＬ，１ ＝ （ｎ＋１）（ｎ＋３）

αＬ，２ ＝－
（ｎ＋１）（ｎ＋２）

■

■

■ ２

（３４）

同 样，为 使 右 端 点 满 足 ＷＥＮＯ 性 质，需

满 足：

ｇＰｅＲ（１）＝ｇＰｅ′Ｒ （１）＝１ （３５）

αＲ，ｉ 应满足

αＲ，０ ＝ｎ＋ｍＲ＋１－βｍＲ

αＲ，ｍＲ＋１ ＝
－（ｎ＋１）＋β

ｍ
■

■

■ Ｒ

（３６）

式中：

β＝
１－ｅ－ＡＲ（１－Ｃｋ）

ＡＲ（１－Ｃｋ）
（３７）

因此整体有

ｇＰｅ（ω）＝
ｇＰｅＬ（ω） ０≤ω≤Ｃｋ
ｇＰｅＲ（ω） Ｃｋ ≤ω≤■
■

■ １
（３８）

ωＰｅ，ｋ ＝ ｇＰｅ（ωｋ）

∑
２

ｉ＝０
ｇＰｅ（ωｉ）

（３９）

图２是ＡＬ＝ＡＲ＝１５时，五阶 ＷＥＮＯ－Ｐｅ格

式关于３个理想权重的映射函数图像。

图２　ＷＥＮＯ５－Ｐｅ的映射函数

Ｆｉｇ．２　Ｍａｐｐｉｎｇ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｉｎ　ＷＥＮＯ－Ｐｅ

图３是映射 函 数ｇＰｅ 同 其 他 映 射 函 数（按 其

文献中推荐的最佳参数）图像对比，其中各函数的

具体参数如下：

ｇＰｅ：ＡＬ ＝１５，ｍ＝２，ｎ＝５

ｇＩＭ：Ａ＝０.１，ｎ＝２

ｇＰＰＭ：ｎ＝６，ｍ＝１

ｇＲＭ：ｎ＝６，ｍ＝２

ｇＰＭ：ｎ　＝

■

■

■ ６

（４０）

图３　ＷＥＮＯ５格式中第２个模板的Ｐｅ格式的映射函数

与Ｍ、ＩＭ、ＰＰＭ、ＲＭ和ＰＭ函数的对比

Ｆｉｇ．３　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｐｅ　ｃｏｍｐａｒｅｄ　ｗｉｔｈ　ｆｕｎ　Ｍ，ｆｕｎ　ＩＭ，

ｆｕｎ　ＰＰＭ，ｆｕｎ　ＲＭ，ｆｕｎ　ＰＭ　ｆｏｒ　ｓｅｃｏｎｄ　ｍｏｄｅｌ

ｉｎ　ＷＥＮ０５

如果 应 用 于（２ｒ－１）阶 ＷＥＮＯ 格 式，可 取

ｎ＝ｒ＋２，ｍ＝ｒ－１，相应的系数为

αＬ，ｉ ＝ （－１）ｉ＋１
（ｎ＋ｍ＋１）
（ｎ＋１＋ｉ）

·

　　Ｐ（ｎ＋ｍ；ｎ，ｉ，ｍ－ｉ） （４１）
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式中：ｉ＝０，１，…，ｍ；αＲ，０ 和αＲ，ｍＲ＋１ 表 达 式 同 式

（３６）；Ｐ（ｎ；ｑ１，ｑ２，…，ｑｋ）为多重全排列：

Ｐ（ｎ；ｑ１，ｑ２，…，ｑｋ）＝ ｎ！
ｑ１！ｑ２！…ｑｋ！

（４２）

３　格式性能分析

３．１　截断误差

对于五阶 ＷＥＮＯ格式而言，ＷＥＮＯ－ＪＳ的权

重系数ωＪＳｋ 有

ωＪＳｋ ＝Ｃｋ＋Ｏ（Δｘ２） （４３）
将光滑函数ＩＳ在ｘｊ处做Ｔａｙｌｏｒ展开

ＩＳ０＝ｆ′２Δｘ２＋ １３１３ｆ″
２－２３ｆ′ｆ（ ）‴ Δｘ４＋

　　 １
２ｆ′ｆ

（４）－１３６ｆ″ｆ（ ）‴ Δｘ５＋Ｏ（Δｘ６）
ＩＳ１＝ｆ′２Δｘ２＋ １３１３ｆ″

２＋１３ｆ′ｆ（ ）‴ Δｘ４＋Ｏ（Δｘ６）
ＩＳ２＝ｆ′２Δｘ２＋ １３１３ｆ″

２－２３ｆ′ｆ（ ）‴ Δｘ４＋
　　 １３６ｆ″ｆ‴－

１
２ｆ′ｆ

（４（ ）） Δｘ５＋Ｏ（Δｘ６

■

■

■
）

（４４）

Ｈｅｎｒｉｃｋ等［１６］指出在ｆ的一阶极值点ｘ０ 处，
即ｘ→ｘ０ 时有

ｆ′（ｘ）～Ｏ（Δｘ） （４５）
此时ωＪＳｋ 仅能一阶逼近真实权重，即

ωＪＳｋ ＝Ｃｋ＋Ｏ（Δｘ） （４６）
根据映射函数重构的权重系数，在ω＝Ｃｋ处

进行Ｔａｙｌｏｒ展开有

ｇＰｅｋ （ω）＝ｇＰｅｋ （Ｃｋ）＋ｇＰｅ′ｋ （Ｃｋ）（ω－Ｃｋ）＋…＋

　　ｇ
Ｐｅ
ｋ
（ｎ＋１）（Ｃｋ）（ω－Ｃｋ）ｎ＋１

（ｎ＋１）！ ＋Ｏ（（ω－Ｃｋ）ｎ＋２）

（４７）
即有

ｇＰｅｋ （ω）＝

　　Ｃｋ＋ｇ
Ｐｅ
ｋ
（ｎ＋１）（Ｃｋ）（ω－Ｃｋ）ｎ＋１

（ｎ＋１）！ ＋Ｏ（Δｘｎ＋２）

ωＰｅｋ ＝Ｃｋ＋Ｏ（Δｘ３
■

■

■ ）
（４８）

只要ｎ取不小于２的正整数，该格式就能在

极值点处达到空间上的五阶精度。

３．２　频谱性

ＷＥＮＯ是非线性格式，其频谱性分析与线性

格式Ｆｏｕｒｉｅｒ频谱分析类似，可以使用Ｐｉｒｏｚｚｏｌ提

出的近似法色散关系（ＡＤＲ）。令ｆｊ＝ｅｉ　ｋｘｊ ，其中

ｉ为虚数单位，则

ｆｊ＋ｎ ＝ｅｉ　ｋｘｊ＋ｎ ＝ｆｊｅｉ　ｋｘｎ （４９）
由此可以推出修正波数：

Ｋ ＝Ｒｅ（ｋ）＋ｉＩｍ（ｋ） （５０）
具体可参照文献［３２－３３］。其中，实部Ｒｅ（ｋ）代表

色散误差，虚部Ｉｍ（ｋ）代表耗散误差。图４是格

式 ＷＥＮＯ－Ｐｅ与其他格式的频 谱 性 对 比，系 数 同

式（３４）和 式（３５），其 中 ＷＥＮＯ－ＡＩＭ 系 数 选 择

ｋ＝４，ｍ＝２，Ｃ＝１０４。

图４　ＡＤＲ法的色散曲线与耗散曲线

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ａｎｄ　ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｉｎ　ＡＤＲ

从图４可 见，ＷＥＮＯ－Ｐｅ格 式 的 色 散 误 差 与

数值耗散性均小于其他格式。

４　数值实验

无特殊说明，本文的算例均采用无量 纲 形 式

的方程。

４．１　精度验证

４．１．１　定常问题

下面验证 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式捕捉高阶极值点

的性能，仿照文献［３４］，构造如下函数族：

ｕ０（ｘ）＝ｅａ（ｘ＋１）ｘｎ＋１ （５１）
式中：ａ＝０．５；ｎ为非负整数，当ｎ＝０时，该函数

在［－１，１］上无极值点；当ｎ＝１时，在此 区 间 上
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只有唯一的 一 阶 极 值 点０；当ｎ＞１时，仅 有 唯

一的一阶、二阶 极 值 点０。设Ｎ 为 网 格 数，分 别

使 用 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ
和 ＷＥＮＯ５－ＩＭ格式，具体格式参数同式（４０），在

不同网格下计算其一阶导数，选取ｎ＝０、１、２时

的函数，统计数值解在ｘ＝０处与真实值的误差

并计算误差阶，结果如表１所示，关于 ＷＥＮＯ５－Ｚ
在极值点处降阶可参考文献［２１］。由表１可见，

ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ 格 式 在 无 极 值 点 或 仅 有 一 阶 极 值

点情况下能达到五阶，但有二阶极值点时，明显下

降 到 三 阶 左 右；ＷＥＮＯ５－ＲＭ 和 ＷＥＮＯ５－ＩＭ 在

一阶极值点处就会降阶到三阶，有二阶极值点时

甚至降到更低的二阶；而 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ

表１　４种数值格式计算结果对比（定常问题）

Ｔａｂｌｅ　１　 Ａｃｃｕｒａｃｙ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ｆｏｕｒ

ｓｃｈｅｍｅｓ（ｓｔｅａｄｙ）

ＷＥＮＯ５－Ｐｅ　 Ｎ＝１００　 Ｎ＝２００　 Ｎ＝４００

ｎ＝０ 误差 ６．０３４　８×１０－１２　１．８８５　２×１０－１３　１．５５４　３×１０－１５

阶数 ５．０００　３　 ６．９２２　３

ｎ＝１ 误差 ６．０２９　２×１０－１１　１．８８９　７×１０－１２　５．９０７　５×１０－１４

阶数 ４．９９５　７　 ４．９９９　５

ｎ＝２ 误差 １．６２５　４×１０－７　６．２６５　４×１０－９　２．５１６　３×１０－１０

阶数 ４．６９３　７　 ４．６３６　８

ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ　Ｎ ＝１００　 Ｎ ＝２００　 Ｎ ＝４００

ｎ＝０ 误差 ７．４９７　０×１０－１０　２．３３８　２×１０－１１　０．８１７　４×１０－１３

阶数 ５．００６　６　 ４．８６９　３

ｎ＝１ 误差 ７．１３８　２×１０－９　２．５１８　７×１０－１０　８．６２９　２×１０－１２

阶数 ４．７９９　７　 ４．８６７　２

ｎ＝２ 误差 ６．５３１　２×１０－６　８．６３２　９×１０－７　１．０８２　５×１０－７

阶数 ２．８８４　３　 ３．１０４　３

ＷＥＮＯ５－ＲＭ　Ｎ ＝１００　 Ｎ ＝２００　 Ｎ ＝４００

ｎ＝０ 误差 ３．７１７　１×１０－１０　１．１６５　８×１０－１１　３．８３４　８×１０－１３

阶数 ４．９９９　２　 ４．９３２　０

ｎ＝１ 误差 ７．８１５　８×１０－９　７．８７５　０×１０－１０　８．８０２　７×１０－１１

阶数 ３．１１１　２　 ３．１６１　７

ｎ＝２ 误差 ６．５９５　０×１０－６　１．６４８　７×１０－６　４．１２１　７×１０－７

阶数 ２．０００　０　 ２．０００　０

ＷＥＮＯ５－ＩＭ　 Ｎ ＝１００　 Ｎ ＝２００　 Ｎ ＝４００

ｎ＝０ 误差 ３．１３９　４×１０－１０　１．１８６　２×１０－１１　４．８４５　３×１０－１３

阶数 ４．８１６　７　 ４．６１９　６

ｎ＝１ 误差 ４．８３７　３×１０－９　４．９１６　４×１０－１０　５．５３１　９×１０－１１

阶数 ３．２９２　１　 ３．１５１　７

ｎ＝２ 误差 １．８６９　６×１０－６　４．６７５　７×１０－７　１．１６９　１×１０－７

阶数 １．９９９　５　 ２．０８７　７

格式无论有无二阶极值点均能保持在五阶左右精

度，且在相 同 网 格 下，ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格 式 的 误 差 更

小，这表明提出的格式具备更高的精度。

４．１．２　非定常问题

本节验证一维线性对流方程，该算例 选 自 文

献［１５］：

∂ｕ
∂ｔ＋

∂ｕ
∂ｘ＝

０　－１≤ｘ≤１

ｕ（ｘ，０）＝ｓｉｎπｘ－ｓｉｎ
（πｘ）（ ）

■

■

■ π

（５２）

此问题存在精确解：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｓｉｎπ（ｘ－ｔ）－ｓｉｎ
（π（ｘ－ｔ））［ ］π

（５３）

显然，这是一个周期为２的函数，且存在２个

一阶极值点和一个二阶极值点，无三阶极值点。选

取时间步长为Δｔ＝ｈ５／３（匹配精度）。分别使用ＷＥ－
ＮＯ５－Ｐｅ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ和

ＷＥＮＯ５－Ｚ格式计算到时间ｔ＝２．２和ｔ＝３（均无量

纲，下文同），统计Ｌ２误差及精度阶，如表２所示。

ｅｒＬ２ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｕｅｘｅｃｔ，ｊ－ｕｎｕｍ，ｊ■

２ （５４）

由 表 ２ 可 以 看 出，ＷＥＮＯ５－Ｐｅ、ＷＥＮＯ５－
ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ 和 ＷＥＮＯ５－Ｚ
格式均能达到预期精度，但 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ的精度要

优于其他４种格式。

４．２　耗散验证

为了验证 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式长时间计算的稳

定性，选取如下一维对流方程：

∂ｕ
∂ｔ＋

∂ｕ
∂ｘ＝

０

ｕ（ｘ，０）＝ｅ－Ｃ（ｘ－ａ）
■
■

■
４

（５５）

式中：取Ｃ＝１０　０００，ａ＝－０．５；分 别 使 用 ＷＥ－
ＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥＮＯ５－
ＩＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式计算到时间ｔ＝１００，计算

域为［－１，１］，选取网格Ｎ＝１００、Ｎ＝２００、ＣＦＬ＝
０．５，得到计算结果如图５所示。

由 图 ５ 可 见，使 用 同 阶 格 式 时，ＷＥＮＯ５－
ＰＰＭ 与 ＷＥＮＯ５－ＲＭ 效 果 相 似，其 耗 散 均 小 于

ＷＥＮＯ５－ＩＭ，ＷＥＮＯ５－ＩＭ 在 网 格 加 密 后 会 出 现

较大非物 理 振 荡，而 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ更 接 近 于 真 实

值，比其他４个格式的耗散更小，能够更精确地捕
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表２　５种数值格式计算的结果对比（非定常问题）

Ｔａｂｌｅ　２　Ａｃｃｕｒａｃｙ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ｆｉｖｅ　ｓｃｈｅｍｅｓ
（ｕｎｓｔｅａｄｙ）

ＷＥＮＯ５－Ｐｅ　 Ｎ ＝５０　 Ｎ ＝１００　 Ｎ ＝２００
ｔ＝２．２ 误差 ２．６７６　０×１０－５　６．６４７　８×１０－７　１．６１５　２×１０－７

阶数 ５．３３８　２　 ５．３２１　９
ｔ＝３ 误差 ３．０７５　２×１０－５　８．６８２　８×１０－７　２．４６２　１×１０－８

阶数 ５．１４４　４　 ５．１４２　３
ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ　Ｎ＝５０　 Ｎ＝１００　 Ｎ＝２００
ｔ＝２．２ 误差 ８．６７２　６×１０－５　２．６４７　７×１０－６　８．６１５　０×１０－８

阶数 ５．０３７　４　 ４．９４０　１
ｔ＝３ 误差 １．８２５　１×１０－４　５．２７２　０×１０－６　１．４６６　５×１０－７

阶数 ５．１２９　３　 ５．１６７　４
ＷＥＮＯ５－ＲＭ　 Ｎ＝５０　 Ｎ＝１００　 Ｎ＝２００
ｔ＝２．２ 误差 ７．６６２　１×１０－５　２．３５６　５×１０－６　７．３１５　０×１０－８

阶数 ５．０２７　０　 ５．００９　６
ｔ＝３ｓ 误差 １．３４１　０×１０－４　３．８４９　４×１０－６　１．００３　２×１０－７

阶数 ５．１２１　５　 ５．２５８　４
ＷＥＮＯ５－ＩＭ　 Ｎ＝５０　 Ｎ＝１００　 Ｎ＝２００
ｔ＝２．２ 误差 ３．５７８　０×１０－４　１．２６２　６×１０－５　５．９０８　８×１０－７

阶数 ４．８６６　８　 ４．４１４　４
ｔ＝３ 误差 ２．２５６　４×１０－４　７．５１９　８×１０－６　２．８９７　６×１０－７

阶数 ４．９０７　２　 ４．６９７　８

ＷＥＮＯ５－Ｚ　 Ｎ＝５０　 Ｎ＝１００　 Ｎ＝２００

ｔ＝２．２ 误差 ５．６６７　３×１０－４　１．６４７　４×１０－５　４．１５１×１０－７

阶数 ５．１４４　７　 ５．２８６　３

ｔ＝３ 误差 ３．０６１　１×１０－４　１．０６９　５×１０－５　３．６８６　８×１０－７

阶数 ４．８３９　０　 ４．８５８　４ 图５　ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥＮＯ５－
ＩＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式长时间计算的稳定性

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｉｎ　ｌｏｎｇ　ｔｉｍｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ

ｗｉｔｈ　ＷＥＮＯ５－Ｚ，ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ，ＷＥＮＯ５－ＲＭ，

ＷＥＮＯ５－ＩＭ　ａｎｄ　ＷＥＮＯ５－Ｐｅ

捉高阶极值点。

４．３　Ｓｏｄ激波管

该算例的初始条件为［３５］

（ρ，ｕ，ｐ） ■
■

■
＝
（１，０，１） ０≤ｘ≤０.５
（０.１２５，０，０.１） ０.５＜ｘ≤１

（５６）

设置两边界为流边界，网格 数Ｊ＝２００，计 算

时间为ｔ＝０．１８，ＣＦＬ＝０．４，并将 ＷＥＮＯ５－ＪＳ在

２　０００个网格下的计算结果作为准精确解，分别使

用 ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ、ＷＥ－
ＮＯ５－ＲＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式，得到密度曲线如图

６所示。由文献［１６，２４，２６，２８］的数值实 验 可 知，

ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ 和 ＷＥ－
ＮＯ５－ＲＭ均比 ＷＥＮＯ５－Ｚ计算效果好，而从图６可
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图６　ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥＮＯ５－
ＩＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式模拟Ｓｏｄ激波管

Ｆｉｇ．６　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｓｏｄ　ｓｈｏｃｋ　ｔｕｂｅ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ
ＷＥＮＯ５－Ｚ，ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ，ＷＥＮＯ５－ＲＭ，ＷＥ－
ＮＯ５－ＩＭ　ａｎｄ　ＷＥＮＯ５－Ｐｅ

见，ＷＥＮＯ５－Ｐｅ的捕捉间断能力相较于以上格式有

明显提升。

４．４　Ｌａｘ激波管

此算例［３６］描述的流场中同时包含有激波、接

触间断、膨胀波和平滑区域，其初始条件为

（ρ，ｕ，ｐ）＝

■
■

■
　　

（０.４４５，０.６９８，０.３５２　８） －０.５≤ｘ≤０
（０.５００，０，０.５７１） ０＜ｘ≤０.５

（５７）
网格数Ｊ＝２００、ＣＦＬ＝０．２，计 算 终 止 到ｔ＝

０．１６，并将 ＷＥＮＯ５－ＪＳ在２　０００个网格下的计算

结果 作 为 准 精 确 解，分 别 使 用 ＷＥＮＯ－Ｚ、ＷＥ－
ＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ 和 ＷＥ－
ＮＯ５－Ｐｅ格式，得到密度曲线如图７所示。由图７

图７　ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥＮＯ５－
ＩＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式模拟Ｌａｘ激波管

Ｆｉｇ．７　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｌａｘ　ｓｈｏｃｋ　ｔｕｂｅ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ
ＷＥＮＯ５－Ｚ，ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ，ＷＥＮＯ５－ＲＭ，ＷＥ－
ＮＯ５－ＩＭ　ａｎｄ　ＷＥＮＯ５－Ｐｅ
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（ａ）～图７（ｃ）可见，ＷＥＮＯ５－Ｐｅ更接近于真实解，

产生的非物理振荡更小，在间断处的识别更加敏

感，鲁棒性更强。

４．５　Ｏｓｈｅｒ－Ｓｈｕ问题

该问题［３７］描述 一 道 马 赫 数３的 右 行 激 波 与

熵波的相互作用，熵波在激波作用下被压缩，并向

下游传播方向生成一系列声波。此算例可以检验

数值格式的间断识别能力、稳定性和分辨率，其初

始条件为

ρ■

■

■

■

ｕ
ｐ

Ｔ

＝

（３.８５７　１４３，２.６２９　３６９，１０.３３３　３３）

　　　　　　　　　－５≤ｘ≤－４
（１＋０.２ｓｉｎ（５ｘ），０，１）

　　　　　　　　　　－４＜ｘ≤

■

■

■ ５
（５８）

选取网格点Ｊ＝２４０、ＣＦＬ＝０．４，计算终止

时间为ｔ＝１．８，分 别 使 用 ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－
ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ 和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ
格式计算该问题，选取 ＷＥＮＯ５－ＪＳ格式在２　０００
个网格下计算结果为准精确解，得到密度曲线如

图８所示，统计计算所用时间如表３所示。

由图８可见，在同样网格下 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式

具备更好的分辨率，而且比其他４个格式计算出

图８　ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥＮＯ５－
ＩＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式模拟Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ问题

Ｆｉｇ．８　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｂｙ
ｕｓｉｎｇ　ＷＥＮＯ５－Ｚ，ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ，ＷＥＮＯ５－ＲＭ，

ＷＥＮＯ５－ＩＭ　ａｎｄ　ＷＥＮＯ５－Ｐｅ

表３　指定网格下各格式计算耗时

Ｔａｂｌｅ　３　Ｔｉｍｅ　ｔａｋｅｎ　ｔｏ　ｃａｌｃｕｌａｔｅ　ｄａｔａ　ｉｎ　ｓｐｅｃｉｆｉｅｄ　ｇｒｉｄ　ｆｏｒ

ｅａｃｈ　ｓｃｈｅｍｅ

格式（网格数） ＣＰＵ耗时／ｓ

ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ（２４０） ８．６１１　７

ＷＥＮＯ５－ＩＭ（２４０） ８．２９９　２

ＷＥＮＯ５－ＲＭ（２４０） ８．５５５　８

ＷＥＮＯ５－Ｐｅ（２４０） ８．５６７　０

ＷＥＮＯ５－Ｚ（２４０） ４．７５８　０

ＷＥＮＯ５－Ｚ（３６０） ９．０４８　１

的函数极值点偏移量明显的 小，而 ＷＥＮＯ５－Ｚ的

分辨率要略差 于 其 他４种 基 于 函 数 映 射 的 ＷＥ－
ＮＯ格式，说明 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ的色散误差更小。

另一方面，使用网格Ｎ ＝３６０的 ＷＥＮＯ５－Ｚ
格式，与Ｎ ＝２４０的 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格 式 计 算 结 果

对比，可见在ＣＰＵ耗 时 接 近 的 情 况 下，２４０网 格

数的 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ计算 效 果 依 旧 优 于３６０网 格 数

的 ＷＥＮＯ５－Ｚ计算效果。
从以上一维的算例中不难看出，ＷＥＮＯ５－ＩＭ

与 ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ 在精度与分辨率的表现上都优

于 ＷＥＮＯ５－－ＲＭ 和 ＷＥＮＯ５－Ｚ，而 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ
对极值点捕捉位置、识别间断的敏感性、数值精度

以及计算的鲁棒性都要优于其他４个格式。

４．６　二维格式性能验证

二维欧拉方程的控制方程为
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∂Ｕ
∂ｔ＋

∂Ｆ
∂ｘ＋

∂Ｇ
∂ｙ＝

０ （５９）

式中：

Ｕ ＝

ρ
ρｕ

ρｖ

■

■

■

■Ｅ

，Ｆ＝

ρｕ

ρｕ
２＋ｐ

ρｕｖ
（Ｅ＋ｐ）

■

■

■

■ｕ

，Ｇ＝

ρｖ

ρｕｖ

ρｖ
２＋ｐ

（Ｅ＋ｐ）

■

■

■

■ｖ
（６０）

通量Ｆ与Ｇ 的离散与分裂形式与 一 维 情 形

一致。下面分别选取对流问题与定常问题分别验

证格式精度与收敛性。

４．６．１　精度验证

二维对流问题：

∂ｕ
∂ｔ＋

∂ｕ
∂ｘ＋

∂ｕ
∂ｙ＝

０

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）＋１　.
■
■

■ ２００
（６１）

该问题存在精确解：

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｓｉｎ（ｘ＋ｙ－２ｔ）＋１.２００ （６２）
且不需要通量分裂，可以更好地检验格式精度，分
别使 用 ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ、

ＷＥＮＯ５－ＲＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ在 不 同 网 格 下 计 算

到ｔ＝０．２和ｔ＝１．２时刻，统计Ｌ２误差并计算

误差阶，结果如表４所示。通过表４可见，５种格

式在达到理论精度阶的同时，ＷＥＮＯ５－Ｐｅ的精度

要 略 优 于 ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ 和 ＷＥ－
ＮＯ５－ＲＭ，而它们均优于 ＷＥＮＯ５－Ｚ。

４．６．２　平板激波反射问题

有一道与ｘ方向成２９°角的激波射向平面上

一壁面，并与壁面碰撞进而发生反射，形成入射波

和反射波［３８］，如 图９（ａ）所 示。当 流 动 达 到 稳 定

后，该问题存在精确解，如图９（ｂ）所示，该问题属

于无黏流动，可 以 用Ｅｕｌｅｒ方 程 描 述 该 过 程。该

问题的计 算 域 为［０，４］×［０，１］的 矩 形 区 域，当

ｔ＝０时，使激波刚好与底部壁面相遇，具体初始

条件可以根据激波前后密度、压强等相关公式计

算，其左侧初始条件：
［ρ，ｕ，ｖ，ｐ］

ｘ＝０
ｔ＝０＝［１.０，２.９０，０，０.７１４　２９］ （６３）

顶部初始条件：
［ρ，ｕ，ｖ，ｐ］ｙ＝１

ｔ＝０＝
　　［１.６９９　９７，２.６１９　３４，－０.５０６　３２，１.５２８　１９］

（６４）

表４　５种数值格式在二维算例下精度对比

Ｔａｂｌｅ　４　Ａｃｃｕｒａｃｙ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｉｎ　ｃａｓｅ　ｏｆ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ｆｉｖｅ　ｓｃｈｅｍｅｓ

ＷＥＮＯ５－Ｐｅ　 Ｎ＝４０　 Ｎ＝８０　 Ｎ＝１６０

ｔ＝０．２ 误差 ４．５３２　８×１０－４　１．２６５　７×１０－５　３．３５８　０×１０－７

阶数 ５．１６２　４　 ５．２３６　２

ｔ＝１．２ 误差 ８．０６５　０×１０－４　２．３２８　１×１０－５　６．５３８　１×１０－７

阶数 ５．１１４　４　 ５．１５４　１

ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ　Ｎ＝４０　 Ｎ＝８０　 Ｎ＝１６０

ｔ＝０．２ 误差 ７．５３２　８×１０－４　２．４１８　６×１０－５　７．２５３　８×１０－７

阶数 ４．９６０　９　 ５．０５９　３

ｔ＝１．２ 误差 ３．３５９　７×１０－３　９．７６８　４×１０－５　２．７５４　７×１０－６

阶数 ５．１０４　１　 ５．１４８　１

ＷＥＮＯ５－ＲＭ　 Ｎ＝４０　 Ｎ＝８０　 Ｎ＝１６０

ｔ＝０．２ 误差 ８．７０９　３×１０－４　２．４８８　３×１０－５　６．９９６　１×１０－７

阶数 ５．１２９　３　 ５．１５２　５

ｔ＝１．２ 误差 ３．２８１　６×１０－３　１．００２　１×１０－４　３．０２９　１×１０－６

阶数 ５．０３３　３　 ５．０４８　０

ＷＥＮＯ５－ＩＭ　 Ｎ＝４０　 Ｎ＝８０　 Ｎ＝１６０

ｔ＝０．２ 误差 ９．４４５　３×１０－４　２．７２１　９×１０－５　７．７７７　８×１０－７

阶数 ５．１１６　９　 ５．１２９　２

ｔ＝１．２ 误差 ３．５１７　２×１０－３　１．０２４　１×１０－４　２．８４５　４×１０－６

阶数 ５．１０２　１　 ５．１６９　０

ＷＥＮＯ５－Ｚ　 Ｎ＝４０　 Ｎ＝８０　 Ｎ＝１６０

ｔ＝０．２ 误差 ８．３１２　４×１０－３　３．５９３　１×１０－４　１．６６５　１×１０－５

阶数 ４．５３２　０　 ４．４３１　５

ｔ＝１．２ 误差 １．９０５　１×１０－２　７．４８９　１×１０－４　３．２９１　３×１０－５

阶数 ４．６６８　９　 ４．５０８　１

图９　二维平板激波反射示意图

Ｆｉｇ．９　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｏｆ　ｓｈｏｃｋ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ

式中：右侧边界为自由流出条件，底部边界为反射

条件。分别使用 ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥ－
ＮＯ５－ＩＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ 和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ在２００×
５０的 网 格 下 计 算 该 流 动，终 止 时 间 为ｔ＝４．５，

ＣＦＬ＝０．５。将计算获得的结果与精确解对比，结
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果如图１０所示，并统计Ｌ２误差如表５所示。
另外，比较相同网格下不同格式的Ｌ２误差随

迭代步数发展的关系曲线如 图１０（ｅ）和 图１０（ｆ）
所示，从 而 对 比 其 收 敛 速 度，计 算 网 格 仍 然 为

２００×５０。在 相 同 网 格，相 同 物 理 时 间 下，从

图１０（ａ）～图１０（ｃ）可 见，ＷＥＮＯ５－Ｐｅ的 分 辨 率

更高，稳定性更好，捕捉激波的位置更准确，非物

理振荡更小，而 ＷＥＮＯ５－Ｚ对激波初始 位 置 的 捕

捉误差较大，ＷＥＮＯ５－ＩＭ出现了较明显的非物理

振荡；通过 表５可 见，计 算 到 相 同 时 刻 ＷＥＮＯ５－
Ｐｅ的精 度 高 于 其 他 五 阶 格 式；通 过 图１０（ｅ）和

图１０（ｆ）可见，相 同 网 格 和 耗 时 的 情 况 下，ＷＥ－
ＮＯ５－Ｐｅ相较 于 其 他 格 式 计 算 到 收 敛 的 耗 时 更

短，而最终收敛时的精度也更高。

图 １０　 ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥ－
ＮＯ５－ＩＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格 式 模 拟 平 板 激 波 反

射问题

Ｆｉｇ．１０　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｓｈｏｃｋ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ

ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ＷＥＮＯ５－Ｚ，ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ，ＷＥＮＯ５－
ＲＭ，ＷＥＮＯ５－ＩＭ　ａｎｄ　ＷＥＮＯ５－Ｐｅ
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表５　５种 ＷＥＮＯ格式计算二维激波反射到ｔ＝４．５时刻

得到的结果对比

Ｔａｂｌｅ　５　Ａｃｃｕｒａｃｙ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｓｈｏｃｋ

ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ　ｆｉｖｅ　ＷＥＮＯ

ｓｃｈｅｍｅｓ　ｗｈｅｎ　ｔ＝４．５

格式 Ｌ２误差 计算耗时／ｓ

ＷＥＮＯ５－ＩＭ　 ５．９１６　６×１０－２　 １５６．７０５　６

ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ　 ５．２６１　８×１０－２　 １６４．６７６　２

ＷＥＮＯ５－ＲＭ　 ５．３１４　９×１０－２　 １５９．１９９　９

ＷＥＮＯ５－Ｚ　 ８．９８８　０×１０－２　 １３１．６７１　４

ＷＥＮＯ５－Ｐｅ　 ７．４５１　０×１０－３　 １７５．３５８　０

４．７　二维Ｒｉｅｍａｎｎ问题

该问题选自Ｌｉｕ等的数值实验［３９］，初始时刻

４个计算子 区 域 内 流 体 有 不 同 的 初 值，当 瞬 间 除

去４个计算子区域内膜后，在计算区域形成激波、
涡和接触间断相互作用的复杂流动。该问题求解

域为［０，２］×［０，２］，初始条件为

ρ■

■

■

■

ｕ
ｖ
ｐ

Ｔ

＝

［１.５，０，０，１.５］

　　０.８＜ｘ＜１，０.８＜ｙ＜１
［０.５３２　３，０，１.２０６，０.３］

　　０.８＜ｘ＜１，０＜ｙ＜０.８
［０.１３８，１.２０６，１.２０６，０.０２９］

　　０＜ｘ＜０.８，０＜ｙ＜０.８
［０.５３２　３，１.２０６，０，０.３］

　　０＜ｘ＜０.８，０.８＜ｙ＜

■

■

■ １

（６５）

４条边界均 为 自 由 输 出 边 界，即 在 每 一 条 边

界上，都有

∂ｕ
∂ｘ＝

∂ｖ
∂ｘ＝

０，∂ｕ
∂ｙ＝

∂ｖ
∂ｙ＝

０ （６６）

使用４００×４００均匀网格，计算终止时间ｔ＝
０．８，条 件 数 ＣＦＬ＝０．５，分 别 使 用 五 阶 的 ＷＥ－
ＮＯ５－ＩＭ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥＮＯ５－
Ｚ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ计算其流场变化。图１１（ａ）～图

１１（ｅ）是从０．２～１．７的３０条密度等值线。
观察图１１（ａ）～图１１（ｅ）可 见，ＷＥＮＯ５－ＲＭ

和 ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ 比 ＷＥＮＯ５－Ｚ的 分 辨 率 更 高，
同 时 ＷＥＮＯ５－ＩＭ 比 ＷＥＮＯ５－ＲＭ 和 ＷＥＮＯ５－
ＰＰＭ的分辨率稍高，而 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ比 ＷＥＮＯ５－
ＩＭ的分辨 率 更 明 显，可 以 观 察 到 更 多 的 涡 结 构

细节，密度的分界线轮廓也更精准，由此可见其捕

捉流场细节能力更强。

４．８　Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｔａｙｌｏｒ不稳定性问题

该算例描述初始流场中存在两种密度不同的

流体，在重力场作用下，位于上方的密度较大的流

体 加速进入下方的密度较小的流体的失稳过程，
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图 １１　 ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥ－
ＮＯ５－ＩＭ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式计算二维Ｒｉｅｍａｎｎ
问题得到的密度云图

Ｆｉｇ．１１　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｃｏｎｔｏｕｒｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ　ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ　ｔｗｏ－ｄｉ－
ｍｅｎｓｉｏｎａｌ　Ｒｉｅｍａｎｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｗｉｔｈ　ＷＥＮＯ５－Ｚ，

ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ，ＷＥＮＯ５－ＲＭ，ＷＥＮＯ５－ＩＭ　ａｎｄ

ＷＥＮＯ５－Ｐｅ

最终形成复杂的流场［４０］。其计算域为［０，０．２５］×
［０，１］，计算初始条件为

ρ■

■

■

■

ｕ
ｖ
ｐ

Ｔ

＝

２，０，－０.０２５ γｐ■ρｃｏｓ（８πｘ），２ｙ［ ］＋１

　　　　　　　　　　　０≤ｙ≤０.５

２，０，－０.０２５ γｐ■ρｃｏｓ（８πｘ），ｙ＋１.［ ］５
　　　　　　　　　　　０.５＜ｙ＜

■

■

■ １
（６７）

在控制方程式（５９）和式（６０）右侧添加源项以

模拟重力影响。

Ｓ＝ ［０，０，ρ，ρｖ］
Ｔ （６８）

气体指数取γ＝５／３，设置左右 边 界 为 反 射

壁面，上下边界设为常值。

ρ■

■

■

■

ｕ
ｖ
ｐ

Ｔ

■
■

■
＝
［１，０，０，２.５］ 　　ｙ＝１
［２，０，０，１］ 　　ｙ＝０

（６９）

计算网 格 为２４０×９６０，计 算 终 止 时 间ｔ＝
１．９５，ＣＦＬ＝０．５，图１２（ａ）～图１２（ｅ）给 出 的

图 １２　 ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥ－
ＮＯ５－ＩＭ 和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格 式 计 算 Ｒａｙｌｅｉｇｈ－
Ｔａｙｌｏｒ问题得到的密度等值线

Ｆｉｇ．１２　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｃｏｎｔｏｕｒｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ　ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ　Ｒａｙｌｅｉｇｈ－
Ｔａｙｌｏｒ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｗｉｔｈ　ＷＥＮＯ５－Ｚ，ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ，

ＷＥＮＯ５－ＲＭ，ＷＥＮＯ５－ＩＭ　ａｎｄ　ＷＥＮＯ５－Ｐｅ
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是５种 ＷＥＮＯ格 式 的 计 算 结 果，密 度 等 值 线 为

０．９６５　０～２．１４８１之间１５等份。
由图１２可见，同样网格下 ＷＥＮＯ５－Ｚ分辨率

最低，甚至在ｙ ＝０．５附 无 法 识 别 涡 结 构，ＷＥ－
ＮＯ５－ＲＭ的分辨率略高于 ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ和 ＷＥ－
ＮＯ５－ＩＭ，而 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ的 分 辨 率 更 好，能 够 在

扩散界面捕捉到更多流场结构。

４．９　双 Ｍａｃｈ反射问题

强激波双 Ｍａｃｈ反 射 问 题［４１］是 测 试 数 值 格

式分辨 率 的 经 典 算 例 之 一。本 算 例 的 计 算 域 为

［０，４］×［０，１］，初始条件为一道与ｘ轴正方向成

６０°，Ｍａ＝１０的右 行 斜 激 波 在ｘ ＝１／６处 与 下

壁面 相 遇，激 波 一 直 延 伸 至 上 壁 面，其 右 侧 参 数

［ρ，ｕ，ｖ，ｐ］为 ［１.４，０，０，１.０］，左侧参数为［８．０，

７．１４４　７，－４．１２５，１１６．５］。上边界条件按激波传

播精确解给 出，左 边 界 与ｘ≤１／６的 下 边 界 按 流

入条件给出，右边界为流出条件，ｘ＞１／６的下边

界部分为壁面条件。计算网格为９６０×２４０，终止

时间为ｔ＝０．２，ＣＦＬ＝０．５，图１３（ａ）～图１３（ｅ）

图１３　ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ、ＷＥＮＯ５－ＩＭ、ＷＥＮＯ５－ＲＭ、ＷＥ－
ＮＯ５－Ｚ和 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ格式计算双马赫反射问题

得到的密度等值线

Ｆｉｇ．１３　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｃｏｎｔｏｕｒｓ　ｏｆ　ｄｏｕｂｌｅ　Ｍａｃｈ　ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｐｒｏｂｌｅｍ　ｕｓｉｎｇ　ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ，ＷＥＮＯ５－ＩＭ，

ＷＥＮＯ５－ＲＭ，ＷＥＮＯ５－Ｚ　ａｎｄ　ＷＥＮＯ５－Ｐｅ
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为最终时刻尾部区域５种 ＷＥＮＯ格式计算的密

度２～２２的４０条等值线图。
由 图１３可 见，ＷＥＮＯ５－Ｚ、ＷＥＮＯ５－ＰＰＭ 和

ＷＥＮＯ５－ＲＭ格 式 的 计 算 结 果 相 似，三 者 的 分 辨

率略 低 于 ＷＥＮＯ５－ＩＭ，而 ＷＥＮＯ５－Ｐｅ的 分 辨 率

又高于 ＷＥＮＯ５－ＩＭ，其计算结果显示的激波更清

晰，滑移线上卷起的涡结构也更丰富。

５　结　论

针对传统 ＷＥＮＯ格式在极值点处精度降低

的情况，本文基于对权重系数重构的思想，设计出

一族以 ＷＥＮＯ－ＪＳ格式的权重系数为自变量的映

射函数，从而得到新格式 ＷＥＮＯ－Ｐｅ，克服了一阶

和高阶极值点处降阶的缺陷，且可以推广到高阶

格 式，并 通 过 数 值 实 验 与 其 他 格 式 对 比 验 证 了

ＷＥＮＯ－Ｐｅ格式的性能：

１）ＷＥＮＯ－Ｐｅ格 式 的 色 散 误 差 与 数 值 耗 散

均小 于 ＷＥＮＯ－ＪＳ、ＷＥＮＯ－Ｚ、ＷＥＮＯ－Ｍ 以 及 列

举的其他映射函数型格式。

２）对 比 ＷＥＮＯ－ＩＭ 和 ＷＥＮＯ－ＲＭ 格 式，

ＷＥＮＯ－Ｐｅ在一阶 极 值 点 处 能 够 保 持 理 论 精 度。
对比 ＷＥＮＯ－ＰＰＭ 格 式，ＷＥＮＯ－Ｐｅ在 二 阶 极 值

点处也基本保持精度不下降。

３）在相同精度情况下，本文 ＷＥＮＯ－Ｐｅ格式

拥有更良好的分辨率，在Ｒｉｅｍａｎｎ问题和双马赫

反射问题中，明显可见其计算结果能捕捉更多的

间断、涡结构等流场细节。
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