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摘 要：依赖湍流模型的雷诺平均方法被广泛应用于航空航天和水下装备的研制等重大工程问题。然而，湍流模型大多建立在

线性涡黏假设的基础上，导致预测结果有很大的不确定性。近年来，数据驱动方法逐渐成为构造高精度湍流模型的有力工具。

集合卡尔曼方法是一种基于贝叶斯理论的数据驱动方法，能够结合物理模型和稀疏观测数据，提高模型预测准确性。该方法已

用于湍流建模问题，降低模型不确定度和构建基于神经网络的非线性涡黏模型。本文主要介绍了集合卡尔曼方法针对湍流建模

问题的发展与应用，包括经典集合卡尔曼方法、正则集合卡尔曼方法，以及这些方法在湍流场反演和湍流建模方面的最新

进展。
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计算流体力学 （CFD） 是湍流预测的重要手段。尽

管可用计算资源逐年增长，工程 CFD 仍主要依赖需要湍

流模型的雷诺平均 （RANS） 方法。尤其对于设计优化和

不确定性量化等相关工程应用[1]，雷诺平均方法仍然起着

重要作用。然而，湍流模型受限于各类假设，往往难以

给出准确的预测结果。如基于 Boussinesq 假设的湍流模

型，对于大分离、二次流等复杂多流态流动，预测结果

有很大的不确定性。高阶矩湍流模型虽然具有相对较好

的预测准确性，但面临鲁棒性不足的困难，而且存在再

分配项的封闭问题。因此，开发高保真且鲁棒的湍流模

型是十分必要的。近年来，随着人工智能算法的快速发

展和湍流数据的累积，数据驱动方法在湍流建模问题中

的优势日益凸显。这种方法能够根据观测数据分析高维

流场特征，识别物理量之间的潜在关联，成为开发湍流

模型的先进工具之一[2]。

集合卡尔曼方法 （EnKF） 是一种基于贝叶斯理论的

数据同化方法。该方法通过结合物理模型与观测数据，

可以给出系统状态的最优估计，被广泛应用于地质科学

和气象学。近年来，这种方法凭借其无梯度的优势[3]，被

应用于流体力学的相关反问题求解，如湍流模型不确定

性量化[4]、流场重构[5-6]、血液流动[7]、海啸流动[8]和噪声

反演[9]等。集合卡尔曼方法在湍流模型不确定性方面的综

述详见参考文献[10]。本文旨在简要讨论集合卡尔曼方法

的最新发展及其在湍流模型问题中的应用。

本文的主要内容安排如下：第 1 节讨论集合卡尔曼

方法的原理和实现方法。在该节中，我们首先推导了集

合卡尔曼方法的更新格式，然后介绍了可以施加约束的

正则集合卡尔曼方法以及相关的开源代码。第 2 节是方法

的应用部分，我们介绍了集合卡尔曼方法在湍流模型参

数估计、湍流场反演和神经网络模型训练三个层面的应

用。第3节对全文内容进行了总结。

1　集合卡尔曼方法

1.1　基于集合方法的湍流模型问题描述

经典湍流模型由于参数设定上的经验性和模型结构

上的固有缺陷，导致预测结果存在很大的不确定性。在

经典模型框架下，可以通过降低现有模型在经验参数和

结构上的不确定度，提高预测的准确度。此外，当采用
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神经网络构建雷诺应力模型时，可以通过降低神经网络

权重的不确定度，实现流场的准确预测。在本节中，我

们主要介绍集合卡尔曼方法如何利用观测数据降低这些

不确定性的原理。

雷诺平均模拟可以简单表达为 ŷ=H [ x ]，其中 x ∈RN

表示湍流模型中的不确定量，如模型经验参数、雷诺应

力或者神经网络模型的权重系数；ŷ ∈ RD 是预测量，如速

度；H:RN → RD 代表模型算子，能够将不确定量 x映射到

预测量 ŷ；N 和 D 分别代表空间离散化后不确定量 x 和预

测量 ŷ 的维度。假设模型不确定量是满足高斯过程的随机

变量，它的均值为 RANS 基准结果 x0，协方差为高斯核函

数K，即 x ∼ N ( x0,K )。

观测数据 y 可以写作 y = yd + ϵ, 其中 yd 为测量值，ϵ

表征观测误差，包括测量误差和过程误差。集合卡尔曼

方法通常将数据误差 ϵ当作独立同分布的高斯随机变量，

满足 ϵ ∼ N (0, R)，R为观测误差的协方差。

贝叶斯定理是集合卡尔曼方法的基本原理，它可以

表达为[11]

p ( x|y )∝p ( x ) p ( y|H [ x ] )                                          （1）

式中，p ( x ) 是不确定量 x的先验分布，表征未考虑观测数

据时的概率估计，p ( y|H [ x ]) 是似然概率分布，表征模

型预测和观测数据之间的似然性。式 （1） 可以概括为，

考虑观测数据后 x 的后验分布正比于先验概率和似然概率

的乘积。

为了获得后验分布，最常用的手段是采用蒙特卡罗

方法。但是该方法通常需要至少数百万个样本来估计后

验概率分布，这意味着需要进行大量的 CFD 计算。为降

低计算量，一般采用最大后验 （maximum a posteriori，

MAP） 估计来捕捉后验概率分布的众数，而不是完整的

后验分布，从而减少需要的样本量。通过假设先验和似

然概率都是高斯分布，贝叶斯定理 （见式(1)） 可以写为

p ( x|y ) ∝ p ( x ) p ( y|H [ x ]) ∝ e- J （2）

在式 （2） 中，J 可以表示为

J =
1
2

||xa -xf||2
P +

1
2

||y -H [ xa ] ||2
R （3）

式中，‖*‖2
A = *⊤ A- 1*，P 为模型误差协方差，上标 a 和 f

分别代表分析 （analysis） 和预报 （forecast）。如此，不确

定量 x 的后验概率估计便转化成了寻找最优不确定量 x，

最小化目标函数J 的优化问题。

求解这样的最小化问题，可以采用基于伴随方程的

变分方法，也可以采用基于集合的数据同化方法。本文

着重讨论的集合数据同化方法则属于后者，是一类基于

蒙特卡罗技术的统计推断方法。这类方法包括集合卡尔

曼方法 （EnKF)[12]及其派生方法，如集合随机最大似然法 

（EnRML） [13-14]、多数据同化的集合卡尔曼方法 （EnKF-

MDA） [15]、集合变分方法 （EnVar） [16]等。接下来主要

介绍集合卡尔曼方法，包括经典的集合卡尔曼方法和可

以施加约束的正则集合卡尔曼方法。

1.2　集合卡尔曼方法

集合卡尔曼方法可以由线性高斯假设下的贝叶斯定

理推导得到[17]。它最初由 Evensen[12] 提出，并由 Burger

等[18]采用扰动观测进一步完善，缓解了后验方差低估的

问题。

集合卡尔曼方法采用蒙特卡罗采样技术估计先验概

率分布的均值和协方差。因此，与经典的卡尔曼方法相

比，它不需要存储和更新满秩的协方差矩阵，这样避免

了大矩阵的存储占用问题。式 （3） 中的不确定量 xf 可以

表示为

X f = { xf
j }

M
j = 1

式中，M 为总样本数。模型误差协方差 P 可以由这些样本

集合表征为

P=
1

M-1
( X f - -X

f
) ( X f - -X

f
)⊤

式中，-
X

f
是集合 X f 的均值。

-
X

f
=

1
M ∑

j = 1

M

xf
j

通过最小化目标函数式 （3），可以得到每个样本 xj

的更新格式为

ì
í
î

ïï
ïï

xa
j = xf

j + K ( yj -Hxf
j )

K = PH ⊤ ( HPH ⊤ + R )-1
（4）

式中，K 是卡尔曼增益矩阵，H 是线性观测算子。式 （4）

表明，样本平均值也以类似的形式更新。Evensen[19]和

Burger[18]证明了集合卡尔曼方法更新后的协方差矩阵 Pa 可

以写为经典卡尔曼方法相同的形式，即 Pa = (I -KH ) P f，

以此验证了集合卡尔曼方法与经典方法的一致性。由于

样本有限，所估计的误差协方差会存在伪关联问题，因

此通常需要引入局域化[20-21]和膨胀化[22]技术以消除采样误
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差带来的影响。

集合卡尔曼方法能够利用稀疏含噪数据，显著降低

模型不确定性，已被应用于流场重构、不确定性量化、

湍流建模等问题中。如 Colburn 等[23]利用集合卡尔曼方法，

基于有限的壁面信息对槽道湍流进行了重构。在第 2 节

中，我们将着重介绍该方法在湍流模型不确定性量化和

神经网络建模方面的相关应用。

1.3　正则集合卡尔曼方法

数据驱动湍流建模经常会遇到场反演问题，即由稀

疏的观测数据推断高维的雷诺应力场。在这类反演问题

中，观测数据量远远小于模化量的维度，因而有着很强

的病态性，导致解不唯一。这就需要引入额外的物理约

束或异质数据，限制最优解的搜索空间，缓解问题的病

态性。经典的集合卡尔曼方法并不具备施加约束的能

力。鉴于此，Zhang 等[24] 提出了正则集合卡尔曼方法

（REnKF），实现了在集合方法框架下广义约束的施加。

该方法对应的目标函数为

J ( x ) = ‖xa -xf‖2
P + ‖H [ xa ] -y‖2

R + ‖G [ xa ]‖2
W

（5）

式中，W 是约束G [ x ]的权重矩阵，用以控制约束项的强

度。与式 （3） 相比，该方法的目标函数中增加了与G [ x ]

相关的约束项。针对不同的应用场景，该方法能够通过

构造不同形式的G [ x ]函数，实现相应的约束。例如，为

了 提 高 模 化 场 的 空 间 平 滑 度 ， 约 束 函 数 可 以 构 造 为

G [ x ] = ∇x，以避免反演场出现较大的空间梯度。相似

地，为了考虑异质数据，约束函数可以构造为 G [ x ] =

D [ x ] -d，其中 d 表示异质观测数据比 （如压力或升力），

D表示将 x投影到异质数据所在空间的模型算子。

通过最小化目标函数式 （5），可以推导得到正则集

合卡尔曼方法的更新格式为

ì
í
î

ïï
ïï

x͂f
j = xf

j -PG′[ xf
j ]⊤WG [ xf

j ]

xa
j = x͂f

j + K ( yj -Hx͂f
j )

（6）

该更新格式分为两步：第一步是通过考虑约束G [ x ]

更新模化量；第二步是为了降低模型预测与观测数据 y 之

间的误差，推断不确定量。图 1 比较了集合卡尔曼方法和

正则集合卡尔曼方法的具体实现过程。由图 1 可知，与集

合卡尔曼方法相比，正则集合卡尔曼方法在卡尔曼更新

步之前，增加了一个预修正步。通过预修正的算法改进，

赋予了集合方法施加约束的能力，具有易实现的特点。

正则集合卡尔曼方法已被用于反演涡黏场、间歇因

子场等湍流建模相关问题中。通过结合不同的约束条件

和观测数据，该方法可以反演得到更准确的湍流场，成

功缓解了高维反演问题的不适定性。 该方法已被集成在

开源代码 DAFI 中。附录简要介绍了 DAFI 代码的主要特

点及其在湍流建模方面的优势。

2　集合方法在湍流建模中的应用

集合方法在湍流模型问题中的应用主要有两方面：

一方面是在现有模型框架下，降低模型的不确定性；另

一方面是构建基于神经网络的雷诺应力模型。湍流模型

的不确定性可分为模型参数的不确定性和模型结构的不

确定性。基于此，集合方法分别被用于模型参数估计和

反演涡黏等湍流场。此外，该方法也可以用于直接构建

基于神经网络的湍流模型。下面将分别介绍集合卡尔曼

方法在模型参数估计、湍流场反演和神经网络模型训练

这三个方面的应用。

2.1　集合方法在模型参数估计中的应用

模型参数估计是在模型形式确定的情况下，根据观

测数据降低模型经验参数的不确定度，从而提高预测准

确性。模型参数的维度一般较低，其不确定性量化可以

图1　集合卡尔曼方法和正则集合卡尔曼方法流程图比较[24]

Fig.1　Schematic of ensemble Kalman method and regularized

ensemble Kalman method[24]                                              
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采用蒙特卡罗方法进行贝叶斯估计。这类方法首先对参

数的先验概率分布进行蒙特卡罗采样，得到先验的参数

样本。接着基于贝叶斯定理，推断出考虑观测数据后参

数的后验概率分布。许多研究者尝试做了这方面研究，

如直接采用马尔可夫链蒙特卡罗方法[25]，或利用贝叶斯模

型场景平均 （Bayesian model-scenario averaging） 方法[26]

进行模型参数估计。集合卡尔曼方法是蒙特卡罗方法的

低阶实现，能够通过有限的样本信息，估计后验概率分

布的均值和协方差，因而也常被用于湍流模型参数估计。

Kato 等[27]利用集合卡尔曼方法来确定 Spalart-All‐

maras 湍流模型[28]的最优经验参数。他们以马赫数 0.2、雷

诺数 5 × 106 下的平板边界层问题为例，采用合成数据验

证了集合方法的有效性。所谓合成数据是指给定模型参

数下模型的预测结果。采用合成数据既避免了模型的结

构性不确定性，也能够验证参数估计的准确性。进而，

他们采用集合卡尔曼方法结合试验观测数据，得到了最

优模型参数，显著提升了模型预测精度，验证了方法在

湍流模型参数估计中的可行性。之后，Kato 等[29]进一步

针对 RAE2822 翼型和 ONERA M6 机翼绕流，利用该方法

由壁面压力测点标定 Spalart-Allmaras 模型中的 Karman 常

数等，提高了壁面压力系数分布的预测准确性。此外，

集合卡尔曼方法也应用于针对射流和转捩流动的模型参

数估计问题[30-31]。

2.2　集合方法在湍流场反演中的应用

模型经验参数估计可以在一定程度上提高 RANS 方

法的预测准确性。但是，当预测误差由模型结构不确定

性主导时，仅优化模型参数难以提高预测结果精度。因

而，需要考虑模型结构的不确定度。为了量化模型结构

不确定度，一般需要在湍流不确定量中引入额外的误差

项，进而利用观测数据降低不确定度，反演出湍流工作

变量的最优估计。与参数估计相比，反演的量不再是低

维 参 数 ， 而 是 离 散 后 的 高 维 场 ， 所 以 也 叫 作 场 反 演

（field inversion） [32]。根据模型结构的层级，湍流模型的

结构不确定度可以从湍流输运方程源项、涡黏和雷诺应

力三个方面来考虑。下面分别介绍集合卡尔曼方法在这

三种层面进行湍流场反演的工作。

在湍流输运方程源项修正方面，Singh 和 Duraisa‐

my[32]在耗散率输运方程中，引入了修正场β ( x )，即

Dω
Dt

= β ( x )Pω(k,ω,Ui ) -Dω(k,ω,Ui ) + Tω(k,ω,Ui )
采用伴随方法反演最优修正场。Yang 和 Xiao[33]采用

集合卡尔曼方法反演转捩模型中的间歇因子场，并基于

神经网络构建了修正量 β与流动特征量之间的函数关系。

Zhang 等[34]将 PIV 试验观测的平均速度和湍动能当作数据

集，用以反演湍动能和耗散率输运方程中的最优修正项

β ( x )。基于集合方法，通过降低预测结果与试验数据之

间的误差，得到了最优的修正量空间分布，同时提升了

速度场和湍动能场的预测准确度。

除了湍流输运方程修正源项的反演，一些工作直接

对涡黏场进行反演。Dow 和 Wang [35]针对槽道湍流，采用

伴随方法，由直接数值模拟 （DNS） 的速度数据反演涡

黏场。由于槽道中央处的平均应变率很小，速度对于涡

黏不敏感，反演问题具有很强的病态性，导致反演结果

产生较大误差。通过施加光滑性约束，避免涡黏场出现

较大的空间梯度，反演得到了和 DNS 结果十分接近的涡

黏场。传统集合卡尔曼方法不能像伴随方法那样施加额

外约束。鉴于此，Zhang 等[36]采用正则集合卡尔曼的更新

公式 （6），通过施加光滑性约束，提高了反演涡黏场的

精度，如图 2 所示。结果表明，正则集合卡尔曼方法能够

有效施加约束，得到与 DNS 结果相吻合的涡黏反演结果。

此外，正则集合卡尔曼方法也可以用来同化多源异质数

据，如同时利用速度和壁面压力数据反演出更加准确的

涡黏场[37]。

图2　集合卡尔曼方法和正则集合卡尔曼方法在槽道流动涡

黏反演上的比较[36]

Fig.2　Comparison between ensemble Kalman method and 

          regularized ensemble Kalman method in inferring 

turbulent eddy viscosity in channel flows [36]
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反 演 湍 流 输 运 方 程 中 的 修 正 项 和 涡 黏 ， 都 仍 在

Boussinesq 假设的框架下，无法准确反映雷诺应力的各向

异性特征。对于雷诺应力各向异性特征明显的流动，如

方槽流动，以上方法均难以捕捉横截面的二次流特征，

这就需要直接考虑雷诺应力的不确定性。Xiao 等[4]采用集

合卡尔曼方法，结合稀疏的速度观测，量化并降低了雷

诺应力的不确定性，进而提高了速度预测的准确性。将

雷诺应力张量转化为 6 个标量场，分别表征雷诺应力的幅

值、形状和方向，并考虑了雷诺应力的可实现性原则。

此外，为了缓解高维场反演带来的不适定问题，采用了

Karhunen-Loeve （KL） 低阶模态来表征这些标量场。简

单来说，该方法将雷诺应力表示为 n 个 KL 模态的线性叠

加，即

τ ( x ) = ∑
m = 1

n

ωmϕm ( x )

式中，ω是要推断的随机数，ϕ ( x ) 表示 KL 模态。这样就

把反演雷诺应力场转变为推断模态系数这样一个低维反

问题，大大降低了反演的病态性。采用集合卡尔曼的更

新公式 （4），针对周期山状流和方槽流动，结合稀疏的

观测数据，提升了速度场的预测准确性。

在此基础上，Zhang 等[17]评估了三种常用集合方法在

湍流模型不确定量化方面的性能，包括集合卡尔曼方法

（EnKF）、集合随机最大似然方法 （EnRML） 和多数据同

化的集合卡尔曼方法 （EnKF-MDA）。他们指出了集合卡

尔曼方法重复使用观测数据导致不确定性估计过小的问

题，并验证了集合随机最大似然方法在量化雷诺应力不

确定性效率上的优势。图 3 展示了三种方法在周期山算例

中速度的不确定性，红色范围表示未考虑观测数据时的

先验可靠区间，蓝色代表考虑观测数据后的后验可靠区

间。结果表明，三种集合方法均能够明显降低不确定性，

EnRML 和 EnKF-MDA 可以得到的后验不确定性结果相

当，而 EnKF 会相对低估不确定度，发生样本崩溃，即样

本方差过小，如图 3 （a） 所示。

除了流场速度数据，其他数据源 （如壁面摩擦系

数） 也可以用于降低湍流场的不确定度。Zhang 等[36-37]利

用壁面摩擦系数反演转捩模型的间歇因子场。采用切比

雪夫模态表征间歇因子场的层/湍流界面，从而把间歇因

子场反演转变为模态系数的反演，有效缓解了反演的病

态性。此外，由于高阶模态会引入非物理的空间不光滑

度，因此，采用正则集合卡尔曼方法施加约束，惩罚高

阶模态的系数，以保证反演的间歇因子场尽可能光滑。

如图 4 所示，不施加任何约束时，采用传统集合卡尔曼

方法得到的间歇因子场有很明显的振荡，偏离 Langtry-

Menter 模型[38]给出的参考值。而采用正则集合卡尔曼方

法，通过施加约束，反演得到的间歇因子场和参考值吻

合较好。

此 外 ， 流 动 噪 声 也 可 以 用 于 反 演 湍 流 场 。 基 于

RANS 的噪声预测方法，通过结合湍流模型和噪声源时空

关联模型[39]，能够快速预测远场噪声谱。针对小尺度湍流

产生的射流噪声，通常需要利用 RANS 模型模化的湍动能

和耗散率来粗略估计噪声源的时空积分尺度[40]，进而估计

远场噪声谱。RANS 模型的不确定性会导致预测结果有较

大误差。Zhang 等[9]利用集合卡尔曼方法，结合远场噪声

和平均速度场数据，降低了模化的湍动能和耗散率的不

确定性，显著提升了远场噪声的预测精度。基于集合卡

图3　三种集合方法在不确定性量化方面的比较[17]

Fig.3　Comparison between three different ensemble methods 

in uncertainty quantification [17]                         
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尔曼方法的噪声反演流程 （见图 5），待反演量 x 包含湍动

能和耗散率。首先通过 RANS 模型得到流场预测 z，接着

结合噪声预测模型得到远场噪声频谱 SPL。最后利用集合

卡尔曼更新格式，将预测出的噪声频谱和流场速度与观

测数据进行对比分析，得到优化的湍动能和耗散率空间

分布。需要指出的是，RANS 模型中湍动能和耗散率可以

看作一种湍流方程工作变量。采用速度数据和噪声数据

可能难以同时准确估计出湍动能和耗散率。这里反演得

到的是 RANS 框架下能够准确预测噪声的湍动能和耗散

率，有助于构建更加准确的高效噪声预测模型。

2.3　集合方法在神经网络湍流建模中的应用

在前面的章节中，湍流模型形式是确定的，通过标

定模型参数或反演湍流场，可以降低模型的不确定度，

提高流场预测精度。但是反演得到的参数和湍流场，难

以直接用于预测其他工况下的流动。鉴于此，近年来人

们尝试建立数据驱动的湍流模型，利用观测数据构建湍

流平均速度与雷诺应力之间的函数关系。

神经网络具有强大的函数表达能力，能够灵活表征

复杂的映射关系。因此，许多工作基于神经网络构建湍

流模型。其中具有代表性的有基于非线性涡黏模型[41]的张

量基神经网络[42]。该神经网络模型，在保证了伽利略不变

性的同时，通过引入高阶张量基，能够更加灵活地表征

雷诺应力与平均速度的关系。此外，该模型采用张量基

的不变量作为模型输入，避免了输入特征选取的经验性。

为了训练神经网络模型，通常采用误差反传算法，

利用 DNS 的雷诺应力数据，直接优化网络权重。但这种

训练方法没有考虑神经网络模型与RANS 方程求解器的兼

容性，可能会导致后验预测效果不佳。这一方面是由训

练与预测时输入特征不一致所造成的，即在训练时采用

DNS 数据作为输入特征，而在后验预测时，采用 RANS

结果作为输入特征。另一方面是由于 RANS 模型算子存在

病态性问题，对于雷诺数较大的流动，很小的雷诺应力

误差也可能导致较大的速度预测误差[43]。鉴于此，需要采

用速度等间接数据，在训练神经网络时引入 RANS 求解

器，以保证预测环境和训练环境的一致性。这类训练方

式也被称为模型兼容性训练[44]。

模型兼容性训练需要估计出 RANS 预测到神经网络权

重的梯度。根据链式法则，这种梯度可以分为两部分，即

∂J
∂w

=
∂J
∂τ

∂τ
∂w

，其中
∂J
∂τ 通常采用伴随方法估计，另一部分

∂τ
∂w

可以采用神经网络的误差反传算法得到。许多学者[45-46]

基于伴随方法开展了模型兼容性训练。但这种方法需要开

发伴随方程的求解器，对于CFD 代码的维护是十分困难的。

集合方法作为一种基于梯度估计的统计推断方法，

也能够用于机器学习建模问题，且不需要开发伴随求解

器。Kovachki 和 Stuart[47]研究了集合卡尔曼方法用于解决

回归、分类等机器学习问题的可行性。Schneider 等[48]进

一步采用集合卡尔曼方法开展了随机封闭问题的建模研

究。最近该方法也被用于进行模型兼容性的湍流建模[49]。

其主要流程如图 6 所示，首先采用神经网络表征雷诺应

力，然后将构造的雷诺应力场通过求解雷诺平均方程传

播到速度场，最后通过结合预测的速度场和观测数据，

基于集合卡尔曼方法，更新神经网络的权重。接下来主

要介绍集合卡尔曼方法在神经网络湍流建模方面的最新

工作。值得注意的是，数据驱动方法存在对数据的固有

图4　集合卡尔曼方法和正则集合卡尔曼方法的比较：反演的

间歇因子场[36]

Fig.4　Comparison between ensemble Kalman method

       and regularized ensemble Kalman method 

in inferred intermittency fields[36]        

图5　基于集合卡尔曼方法的噪声反演[9]

Fig.5　Schematic of acoustic inversion based on ensemble

Kalman method[9]                                                           
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依赖性，因而在不同工况下训练得到的模型形式可能不

唯一。鉴于此，后续工作中需要联合多种工况的观测数

据进行多目标训练。

Michelen-Strofer 等[50]首先尝试采用集合梯度来训练

湍流模型。他们提出了三种不同的集合梯度估计方式：

（1） 直接采用集合梯度；（2） 采用预处理后的集合梯度；

（3） 采用投影到样本子空间的集合梯度，见表 1。直接法

由于需要求不满秩矩阵的广义逆矩阵，因而具有很强的

病态性。预处理和投影法可以将低阶估计的梯度信息投

影到样本的子空间里，以减缓病态性。针对槽道流动，

他们对比了这三种集合梯度和基于伴随方法的梯度估计

结果，如图 7 所示。结果表明，直接法得到的梯度有明显

的误差，而预处理和投影法得到的集合梯度均和基于伴

随方法的梯度结果基本吻合，且不需要开发伴随方程的

求解器。但相较集合卡尔曼方法，这些集合梯度方法由

于没有引入 Hessian 矩阵，训练效率不高，收敛速度较慢，

因而难以得到比较准确的雷诺应力预测。

Zhang 等[49]进一步采用集合卡尔曼方法，进行模型兼

容性的机器学习湍流建模。不仅采用集合梯度代替了伴

随梯度，还利用低阶估计的 Hessian 矩阵提升训练效率。

此外，在更新格式中，引入了自适应步长，进一步加速

收敛速度，并增强了方法的鲁棒性。比较了集合方法和

伴随方法训练湍流模型的效果，结果表明，集合方法不

仅可以达到与伴随方法相当的训练精度，而且由于采用

了二阶优化算法，具有更快的训练效率。而与直接用雷

诺应力数据训练得到的模型对比，集合方法能够得到更

加鲁棒的湍流模型形式。如图 8 所示，集合卡尔曼方法

训练得到的湍流模型，被用于预测不同坡度 α的周期山

状流动，均能得到和经典湍流模型相比更为精确的预测

结果。此外，他们将集合卡尔曼方法训练得到的湍流模

型，用于跨声速 ONERA M6 机翼绕流的流场预测。图 9

表1　三种集合梯度估计方法
Table 1　Three ensemble-based methods for gradient

approximation                               

方法

直接法

预处理

投影法

∂J/∂τ
(ΔUΔτ-1 )⊤ R-1 (H [ τ ] -y )

P (ΔUΔτ-1 )⊤ R-1 (H [ τ ] -y )

( (Δτ⊤Δτ + λI )-1Δτ⊤ )⊤ (ΔU ⊤ R-1 (H [ τ ] -y ) )

图7　不同集合梯度方法和伴随方法估计梯度信息的比较[50]

Fig.7　Comparison between three different ensemble-based

gradients and adjoint-based gradient [50]                         

图6　基于集合方法的模型兼容性湍流建模流程[49]

Fig. 6　Schematic of ensemble methods for model-consistent turbulence modelling [49]
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给出了训练模型与微分雷诺应力模型 （RSM） 和 k - ω 

SST 模型预测结果的比较。由图 9 可见，训练得到的湍流

模型预测压力系数分布较 SST 模型更贴近试验值和 RSM

预测结果。这表明，训练得到的湍流模型能够显著提高

预测准确性。集合卡尔曼方法在复杂工程流动的湍流建

模中具有良好的应用前景。

3　结束语

本文简要介绍了集合卡尔曼方法的最新发展及其在

湍流建模中的应用。集合卡尔曼方法是一种基于蒙特卡

罗采样的数据驱动方法。一方面，该方法基于贝叶斯原

理能够量化模型的参数和结构不确定性；另一方面，它

可以利用低阶估计的梯度和 Hessian 矩阵，高效求解反演

问题，并避免伴随求解器的开发。最近发展的正则集合

卡尔曼方法，进一步突破了集合方法无法施加广义约束

的局限，通过引入各种物理约束提升了反演准确性，有

望成为具有竞争力的反问题求解方法。

集合卡尔曼方法已被用于不同的湍流模型相关问题，

包括湍流参数估计和湍流场反演。最近这种方法也被用

于机器学习湍流建模，训练基于神经网络的湍流模型。

该方法能够驾驭高维问题和稀疏含噪数据，在复杂工程

流动的建模领域有着广阔的应用前景。

附录 开源代码 DAFI

集合卡尔曼方法作为一种常用的数据同化方法，已

经 被 集 成 在 许 多 开 源 数 据 同 化 代 码 中 ， 如 DART[51]、

OpenDA[52]。然而这些通用数据同化代码，难以直接应用

于湍流建模这类高维度反演问题。因此，针对湍流建模

问题，弗吉尼亚理工大学的 Heng Xiao 教授课题组开发了

DAFI （data assimilation and field inversion） 代码[53]。本文

第一作者是该代码的主要开发人员，并负责代码目前的

维护工作。DAFI 代码的主要特色是针对湍流问题的高维

特性，引入了基于随机场的模态分解方法，并具备考虑

非结构化网格的能力。因此，对于湍流模型问题，该代

码较其他通用数据同化代码更具专业性和易用性。

DAFI 代码主要分为两部分：一部分是基于集合方法

的逆向建模模块，另一部分是用户自定义的物理模型模

块。逆向建模模块中，DAFI 集成了包括集合卡尔曼方法

和正则集合卡尔曼方法在内的多种常用数据同化方法。

在物理模型模块中，用户可以方便地自定义所需研究的

物理系统。集合方法在 DAFI 中的实现主要由两个循环组

成，即一个时间推进的外循环和一个伪时间推进的内循

环。这种结构可以囊括比较常用的集合方法，并同时应

对非定常问题和定常问题。在通用类中实现了检查收敛

性和保存中间结果等其他基本功能。

图8　集合卡尔曼方法、直接训练方法和k -ε 模型预测

精度比较[49]                                                                    

Fig.8　Comparison between the ensemble-based learned model, 

the direct learned model with Reynolds stress data, and 

k - ε model in prediction errors [49]

图9　微分雷诺应力模型（RSM）、集合卡尔曼方法，以及 k -ω 

SST模型预测ONERA M6机翼表面压力系数分布情况

的比较（Ma=0.84，α = 5.06°，ReMAC=1.17×107）

Fig.9　Comparison between the differential Reynolds stress

         model (RSM), the ensemble-based learned model,

         and k -ω SST model in prediction of the pressure

      distribution for flows around ONERA M6 wings

( Ma=0.84, α = 5.06°, ReMAC=1.17×107 )       
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此外，针对湍流建模问题，该代码集成了基于 Kar‐

hunen-Loeve （KL） 展开的降阶模块和神经网络模块，以

表征高维的湍流场。针对比较常用的 OpenFOAM[54]求解

器，代码中加入了文件交互模块，以方便与求解器进行

耦合。
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Abstract: Reynolds-averaged Navier-Stokes (RANS) method is widely used in engineering applications including aerospace 

and underwater equipment. However, the inadequacy of turbulence models used in the RANS method often leads to 

significant prediction uncertainties. In recent years, data-driven methods have gradually become a powerful tool for 

constructing high-fidelity turbulence models. The ensemble Kalman method is one of the data-driven methods based on 

Bayes’ theorem, which can combine physical models and sparse observation to improve predictive accuracy. This method 

has recently been used for reducing model uncertainty and constructing neural-network-based turbulence models. This 

paper mainly introduces the development and application of the ensemble Kalman method in turbulence closure problems, 

including the classical ensemble Kalman method, the regularized ensemble Kalman method, and the recent progress of 

applying these methods in field inversion and turbulence modelling.
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