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摘要 受限环境下低雷诺数流体中的颗粒输运与生物、医药、化工、能源等应用密切相关. 近年来，球腔内低雷诺数

流体中的颗粒输运引起了广泛关注，它在细胞内生命活动和微流控封装技术中发挥着关键作用. 为了掌握颗粒输运

规律、揭示微观力学机理，各国学者进行了广泛的理论、数值和实验研究，取得了一系列成果. 在这篇文章中，我

们将梳理当前的研究进展，分别从理论模型、数值模拟和实验研究三方面，介绍关于球腔内低雷诺数流体中颗粒输

运的重要工作. 理论模型方面，主要工作包括刚性无滑移壁面、边界滑移、可变形壁面等情况下单个及多个颗粒输

运的研究；数值模拟方面，重要工作包括模拟不同形状颗粒在静止与旋转球腔内的输运，研究颗粒的水动力迁移率

与运动轨迹；实验研究方面，相关工作包含水液滴内颗粒三维轨迹、扩散系数的观测，以及利用球腔内颗粒布朗运

动来计算受限环境性质的相关研究. 通过总结相关成果，这篇综述旨在为微纳尺度流动与颗粒输运领域的专家学者

提供参考. 

关键词 低雷诺数流体，颗粒输运，限域效应 

   文献标识码：A       doi：10.6052/0459-1879-21-345 

 

PARTICULATE TRANSPORT IN THE LOW-REYNOLDS-NUMBER FLUID 

CONFINED IN A SPHERICAL CAVITY
1） 

Sun Zhuang
*+

  Chen Gaofeng
*+

  de Pablo Juan J.
**++

  Jiang Xikai
*+,2)

 

*
( State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics, Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China ) 

+
( School of Engineering Science, University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China ) 

**
( Pritzker School of Molecular Engineering, University of Chicago, Chicago, Illinois 60637, USA ) 

++
( Materials Science Division, Argonne National Laboratory, Lemont, Illinois 60439, USA) 

网络首发时间：2024-02-20 09:05:00
网络首发地址：https://link.cnki.net/urlid/11.2062.O3.20240219.1303.002



 

Abstract Particulate transport in low-Reynolds-number fluids in confined environments play key roles in 

applications related to biology, medicine, chemical engineering, and energy, to name a few. Recently, much attention 

has been paid on particle dynamics in low-Reynolds-number fluids under spherical confinement, owing to its 

importance in life processes in living cells and technologies related to microfluidic encapsulation and droplet-based 

microreactors. To understand fundamental principles and microscopic mechanisms behind the particulate transport 

processes, scholars and researchers around the world have undertaken extensive and comprehensive investigations 

from theoretical, numerical, and experimental approaches. These efforts have led to the significant advancements in 

our understanding of particle transport in confined low-Reynolds-number fluids. Despite these efforts, a review 

article describing the current state of research progress in this area remains absent. In this article, we will summarize 

relevant progress and achievements obtained by using theoretical, numerical, and experimental methods. In 

theoretical studies, scholars mainly investigated confined particle dynamics in the spherical cavity with no-slip and 

slip conditions on particle and cavity boundaries, and particle motion in a spherical cavity with a deformable elastic 

wall. In numerical studies, simulations have been conducted to investigate the behavior of particles with different 

shapes in both stationary and rotating spherical cavities. In experimental endeavors, researchers have employed 

advanced optical microscopy techniques to trace and analyze three-dimensional trajectories of colloidal particles 

within spherical water globules, and the particle’s diffusional behaviors were quantitatively analyzed. Besides, the 

Brownian motion and diffusivities of particles in a spherical cavity have been used to probe the confined 

environment’s properties. By reviewing the above work related to particulate transport in low-Reynolds-number 

fluids under spherical confinement from three different aspects, namely theoretical models, numerical simulations, 

and experimental investigations, this work could provide a reference for experts and scholars working in areas such 

as microfluidics, nanofluidics, and particulate transport. 

Key words  low-Reynolds-number fluid，particulate transport，confinement effect

 

引  言 

低雷诺数流体中的颗粒输运在科学和工程中有

着广泛应用. 在地球科学中，沉积物、沙丘、雨滴的

形成依赖于颗粒和液滴的运动与聚集，其中水动力

发挥着重要作用
[1]

. 在生物体内，细胞和微结构的输

运与生物功能和生命健康密切相关
[2-5]

. 在化工和采

矿工程中，颗粒悬浮液的流动行为和特征会影响涂

料的性能以及矿物的分离
[6,7]

. 颗粒的受限输运普遍

存在于实际应用中. 例如，微流控芯片被广泛用于

操控和筛选颗粒，其中颗粒-壁面、颗粒-颗粒之间



 

的水动力相互作用对微流控芯片的性能至关重要
[8-

14]
. 受限环境中细胞、胶囊、颗粒的迁移、碰撞、挤

压与心血管疾病、过滤、药物递送技术密切相关
[15-

19]
. 过去许多研究考虑了不同类型的受限空间，研究

了颗粒在平板附近
[20,21]

、两平行板之间
[22-26]

、通道内

的运动
[27-30]

. 近年来，球腔内（或广义的全受限空间

内）低雷诺数流体中的颗粒输运引起了广泛关注，

它是活细胞内生命活动、微液滴封装技术的基础
[31-

39]
. 在生物细胞中，细胞质流体中的生物大分子颗粒

被细胞膜包裹，它们的受限扩散和主动输运能影响

细胞内的翻译、转录、信号传导、新陈代谢
[40-42]

. 近

年来，微液滴技术被广泛应用于 DNA、蛋白质、酶

等生物大分子的分析检测以及药物传递等生物医学

领域. 在微流控封装技术制造的液滴微反应器中，

颗粒和反应物的受限输运是颗粒悬浮液稳定性和反

应速率的关键
[43-45]

.  

对于全受限环境中颗粒和流体的输运，过去大

多数实验研究的对象是生物细胞. 实验研究表明，

细胞质流动会促进细胞内物质输运和调控新陈代谢. 

Batchelor流体力学奖获得者英国剑桥大学Raymond 

E. Goldstein 教授的课题组使用磁共振测速仪，首次

定量测量了单个活细胞里的细胞质流动速度，实验

测量结果与理论分析结果一致
[46]

. 美国哈佛大学

David Weitz 教授的团队使用力谱显微镜技术，研究

了细胞质中分子马达驱动的随机运动，发现了细胞

内聚集体的随机力会显著促进蛋白质和细胞器的输

运，而病变细胞中随机力的波动比健康细胞中的更

强
[47]

. 扩散是细胞内最基本输运方式之一，人们使

用不同的实验方法，例如单粒子追踪、荧光关联光

谱、光脱色荧光恢复技术，研究了细胞质中生物大

分子的扩散. 研究发现，大肠杆菌中绿色荧光蛋白

的扩散系数是无界水溶液中的十分之一
[48,49]

.  

数值模拟也被用来研究全受限低雷诺数流体中

颗粒输运的特征与机理. Goldstein 教授的课题组将

细胞质处理为连续介质流体，通过求解 Stokes 流动

和扩散的耦合方程组，发现藻类细胞里的细胞质流

动会促进内部混合以及对外界刺激的瞬态响应
[50]

. 

上海大学胡国辉教授的团队采用二维两相流连续介

质模型，模拟发现细胞质流动会诱发 P 颗粒的相变，

并对颗粒局域化现象和胚胎分裂有重要影响
[51]

.  

为了方便研究全受限低雷诺数流体中颗粒输运

的流体力学机制，人们将全受限空间简化为球形腔

体，探索了单个到多个颗粒在球腔内的扩散和定向

输运规律. 本文将分别从理论模型、数值模拟和实

验研究三个方面，陈述近些年关于球腔内低雷诺数

流体中颗粒输运的研究进展，以期为从事微纳尺度

流动与颗粒输运领域的专家学者提供参考.  

1  理论分析 

理论分析具有计算效率高、实验条件限制少等

优点. 以下将分为单个球形颗粒、多个球形颗粒两

个小节，讨论球腔内低雷诺数流体中颗粒输运理论

研究方面的进展.  

1.1 单个球形颗粒 

单个球形颗粒这一体系虽然相对简单，但它是

研究颗粒输运的起点，相关研究结果对非球形颗粒

乃至多颗粒的输运具有重要指导意义，因此各国学

者对球腔内单个球形颗粒的运动进行了深入研究. 

1927 年，瑞典物理学家 Carl Wilhelm Oseen 解析推

导出了描述球腔内低雷诺数流体中球形颗粒受力平

动的格林函数
[52]

. 1970 年，英国伦敦大学学院

O’Neill 和加拿大卡尔加里大学 Majumdar 除了考虑

球腔内单个球形颗粒的平动，还分析了其以恒定角

速度的转动（图 1），获得了球形颗粒平动和转动时

所受力和力矩的表达式
[53,54]

.  

 

图 1 球腔内球形颗粒的几何构型，𝑎是颗粒半径，𝑏是球腔半

径，u 为颗粒平动速度，𝛺为颗粒转动角速度，𝑦和𝑧为坐标轴[53] 

Fig.1 Geometrical configuration of the spherical particle in a 

spherical cavity, a is particle radius, b is cavity radius, u is particle’s 

translational velocity, Ω is particle’s rotational velocity, and y/z is 

coordinate axis[53] 

2012 年，德国亚琛工业大学 Felderhof 和法国

高等理工大学 Sellier 结合 Lorentz 格式和 Oseen 张

量，进一步计算了描述单个球形颗粒在球腔内运动

的迁移率矩阵
[55]

. 颗粒在静止流体中受外力和外力



 

矩而产生的速度和角速度由下式给出 

(
𝑼
𝜴
) = (

𝝁𝑡𝑡 𝝁𝑡𝑟

𝝁𝑟𝑡 𝝁𝑟𝑟) (
𝑭
𝑻
)          (1) 

式中，𝑼是颗粒的平动速度，𝜴是颗粒的转动角速度，

𝝁是对称的 6×6 迁移率矩阵，它与颗粒的空间位置

有关，上标𝑡代表平动，𝑟代表转动，𝑭是外力，𝑻是

外力矩. 作者假定腔体壁面处的边界条件为无滑移

边界条件，当颗粒半径远小于球腔半径，且颗粒不

贴近壁面时，获得的近似解与文献中的精确解吻合

较好. 通过爱因斯坦关系，在颗粒迁移率矩阵的基

础上，作者得到了布朗颗粒扩散张量的近似结果. 

最后，针对具有半透壁面的球腔，利用扩散张量估

计了球腔内布朗颗粒的逃逸速率.  

球腔内低雷诺数流体中的单颗粒动力学研究能

为理解复杂胶体悬浮液中的颗粒输运奠定基础. 为

了更准确地描述球腔中颗粒-颗粒、颗粒-壁面之间

的多体水动力相互作用，美国 Roseanna N. Zia 课题

组运用解析方法，推导出了一系列水动力迁移率函

数，这些函数将颗粒运动与水动力牵引力矩相耦合. 

将迁移率矩阵求逆并与近场阻力函数相结合之后，

作者获得了完整的迁移率张量，能够准确地描述球

腔内的远场和近场水动力相互作用，并且对任意数

量球形颗粒有效.  

 
图 2 球腔内球形颗粒的系统示意图，虚线代表解析方法中的

镜像颗粒，a 为颗粒半径，R 为球腔半径，𝛼和𝛽为颗粒编号，x

（y）为𝛼（𝛽）颗粒与球腔中心的距离，𝜃为球腔内两颗粒-球腔连

心线之间的夹角，y’为镜像颗粒与球腔中心的距离
[31] 

Fig.2 Schematic of the model system with an image particle 

external to the cavity, a is particle radius, R is cavity radius, 𝛼/𝛽 is 

particle id, x(y) is the distance between the center of 𝛼(𝛽) particle to 

cavity center, 𝜃 is the angle between two particle-cavity lines of 

centers, and y’ is the distance between image particle and cavity 

center
[31] 

图 2 为解析解模型中球腔内球形颗粒的系统示

意图（图中球腔内的两个颗粒表示该模型也可计算

多个颗粒的运动），外部虚线为镜像颗粒. 作者对单

个颗粒在球腔中的运动进行计算，得到颗粒的径向

与切向迁移率，并与文献中的结果进行对比（图 3）. 

图 3 中空心符号为作者模型得到的结果，实线与虚

线为文献中的解析解，黑色粗实线是无界流体中单

个颗粒的结果. 从图中可以看出，作者解析解模型

的结果与文献中其他解析解的结果吻合. 在同一归

一化径向位置，迁移率随颗粒-球腔半径比的减小而

增加；切向迁移率大于径向迁移率. 当颗粒-球腔半

径比固定时，迁移率在球腔中心最大，并随颗粒-壁

面间距的减小而衰减.  

 

（a）归一化径向迁移率 

（a）Normalized radial mobility 

 
（b）归一化切向迁移率 

（b）Normalized transverse mobility 

图 3 球腔内单个球形颗粒归一化迁移率随颗粒归一化位置的

变化，a/R 为颗粒与球腔半径比，迁移率随颗粒-壁面距离减小、

受限程度增强而降低
[31] 

Fig.3 Normalized mobility of a spherical particle in the spherical 

cavity as a function of the normalized radial distance from center, a/R is 

particle-to-cavity radii ratio, and the mobility decreases as particle-wall 

distance decreases and confinement level increases
[31] 



 

与上述理论模型中只考虑无滑移情况不同，中

国台湾大学 Keh 和 Lee 研究了滑移条件对球形颗粒

在球腔内运动的影响
[56]

. 在小雷诺数的准静态极限

下，作者对具有滑移表面的球形流体或固体颗粒在

球腔内粘性流体中沿颗粒-球腔连心线平动所引起

的 Stokes 流动进行了半解析研究. 为了求解描述流

场的 Stokes 方程，作者将基于颗粒和球腔的两个球

坐标系下的基本解叠加，构造了一个通解. 颗粒表

面和球腔壁面的边界条件通过配点法得到满足. 考

虑不同的颗粒-球腔半径比、颗粒-球腔中心相对距

离、颗粒相对黏度或滑移系数以及球腔壁面滑移系

数，计算得到了颗粒所受的水动力阻力. 对在球腔

中心和小曲率壁面附近这两种极限情况下的球形颗

粒运动，作者关于阻力的计算结果与文献中已有的

解吻合良好. 研究发现，流体作用在颗粒上的阻力

一般会随颗粒相对粘度的增加或滑移系数的降低而

增大；当颗粒-球腔半径比为 0.95 时，阻力在一定

区间内会随颗粒相对粘度的增加或滑移系数的降低

而减小（图 4）.  

 

图 4 球腔内半径为 a 的球形颗粒沿径向平动时所受归一化阻力与

颗粒滑移系数𝛽和流体粘度𝜂相关参数（𝛽𝑎/3𝜂）的变化，阻力一

般随𝛽𝑎/3𝜂增大、受限程度增强而变大；（a）球腔壁面无滑移，

（b）球腔壁面滑移
[56] 

Fig.4 Normalized drag force on a spherical particle with radius a in the 

spherical cavity as a function of a parameter (𝛽𝑎/3𝜂) relating to 

particle slip coefficient 𝛽 and fluid viscosity 𝜂, and the drag force 

generally increases as 𝛽𝑎/3𝜂 or confinement level increases; (a) no-

slip condition on the cavity wall, (b) slip condition on the cavity wall
[56] 

之后，Lee 和 Keh 又研究了单个球形颗粒垂直

于颗粒-球腔连心线的运动
[57]

. 作者考虑了不同的

颗粒与壁面滑移系数、颗粒-球腔半径比、颗粒-球

腔中心相对距离，计算了得到了流体作用在颗粒上

的阻力与力矩. 结果表明，当颗粒-球腔半径比、颗

粒-球腔中心相对距离增加，颗粒所受阻力增大. 当

球腔壁面的滑移系数较小（较大）时，旋转颗粒所

受力矩一般随颗粒-腔体半径比的增加而增大（减

小）. 当球腔壁面为中等滑移时，随着颗粒-球腔半

径比的增加，力矩会先增大，达到最大值，然后减

小. 对于给定的系统构型，力和力矩一般会随颗粒

和球腔壁面滑移系数的减小而增加；但当流体在球

腔壁面上的滑移较小（较大），且颗粒-球腔半径比

相对较大时，力（力矩）会随颗粒和球腔壁面滑移

系数的减小而降低. 

以上研究均假设球腔壁面为刚性，而德国杜塞

尔多夫大学 Lowen 课题组与德国拜罗伊特大学

Gekle 进一步探讨了弹性壁面对颗粒输运的影响. 

该团队基于线性水动力学方程，于 2018 年提出了描

述弹性球腔内低雷诺数流体中刚性颗粒受力运动的

解析理论
[58]

. 研究表明，球腔弹性壁面的剪切性质，

而不是弯曲性质，决定了颗粒和流体的运动. 在准

静态条件下，作者发现颗粒沿径向运动时的自迁移

函数要大于刚性无滑移壁面的情况. 2019 年，Lowen

团队将该理论模型拓展到处理颗粒沿任意方向运动

的情况
[59]

. 作者采用了经典镜像法求解此弹性水动

力学问题，他们将水动力流场表示为包含自由空间

格林函数高阶导数的多极展开. 在准静态条件下，

研究证明了当颗粒沿着与球腔弹性壁面相切方向运

动时，颗粒的自迁移函数大于在相同大小刚性静止

球腔内的情况. 

1.2 多个球形颗粒 

上小节中单个球形颗粒的研究结果为更复杂体

系中的颗粒输运奠定了基础，在实际应用中，生物

细胞和微液滴内通常包裹了多个颗粒. 为了更贴合

应用，研究人员对球腔内多个球形颗粒的定向输运

和布朗扩散进行了研究. 2016 年，Zia 课题组研究了

一对颗粒在球腔内的运动（图 5）. 如图 5（a）所示，



 

一对颗粒受到方向相反、大小相同的力矩 L，颗粒

之间的中心距离为 d，颗粒距离中心平面的高度为

h. 图 5（b）为颗粒运动方式的示意图，颗粒除了在

力矩作用下绕自身转轴旋转外，还会绕着颗粒-颗粒

连心线的中点旋转（白色箭头）. 作者定量分析了颗

粒绕连心线中点旋转的归一化角速度，结果如图 5

（c）所示. 当 d/R 恒定时，归一化角速度随 h/R 的

增加先增大后减小. 随着 d/R 增加，靠近中心平面

的归一化角速度增大，远离中心平面的归一化旋转

速度减小.  

 

图 5（a）球腔内一对颗粒受力矩 L 作用的示意图；（b）这一对颗

粒绕颗粒-颗粒连心线中点旋转的示意图，旋转角速度为𝛺𝐷；

（c）归一化角速度随 h/R 的变化，当 d/R 恒定时，靠近（远离）

中心平面颗粒的角速度随 h/R 增加而增大（减小），当 h/R 恒定

时，靠近（远离）中心平面的角速度随 d/R 增加而增大（减小）
 [31] 

Fig.5 (a) Schematic of a pair of spherical particles in the spherical 

cavity under torque L; (b) Schematic of particle motion under the 

torque, and the angular velocity is Ω𝐷; (c) Normalized angular 

velocity as a function of doublet distance from center plane h/R, 

for a certain d/R, the angular velocity increases (decreases) as h/R 

increases near (away from) the center plane, for a certain h/R, the 

angular velocity for particles near (away from) the center plane 

increases (decreases) as d/R increases
[31] 

 
（a）颗粒-球腔半径比为 0.2，颗粒体积分数为 0.1 

（a）Particle-cavity radii ratio is 0.2, particle volume fraction is 0.1 

 

（b）颗粒-球腔半径比为 0.1，颗粒体积分数为 0.3 

（b）Particle-cavity radii ratio is 0.1, particle volume fraction is 0.3 

 
（c）颗粒-球腔半径比为 0.05，颗粒体积分数为 0.05 

（c）Particle-cavity radii ratio is 0.05, particle volume fraction is 0.05 

图 6 不同颗粒-球腔半径比以及颗粒体积分数下球腔内多个球形颗

粒的模拟系统截图
[33] 

Fig.6 Simulation snapshots of spherical particles confined in the 

spherical cavity at different particle-cavity radii ratio and particle 

volume fraction
[33] 

以上工作主要针对颗粒的定向输运，忽略了颗

粒的布朗运动，下面的研究则分析了球腔内多个球

形颗粒的布朗扩散输运和平衡态结构. 2018 年，Zia

课题组使用该模型研究了不同颗粒浓度和不同颗粒

-球腔半径比下，球形颗粒在球腔内低雷诺数流体中

的平衡态结构、短时扩散和长时扩散
[33]

. 模型系统

的示意图如图 6 所示. 研究结果如图 7 所示，由于

颗粒迁移率的各向异性和颗粒浓度的空间非均质性，

颗粒的径向短时扩散系数小于切向短时扩散系数. 

在扩散中期，颗粒的均方位移同样表现为各向异性，

并在径向和切向运动中分别呈现出超扩散和亚扩散

行为. 超扩散和亚扩散这两种扩散模式的出现与颗

粒-球腔半径比以及颗粒浓度相关. 与无界流体的

情况不同，球腔内的颗粒不存在长时自由扩散状态；

相反，由于有限体积的熵限制，颗粒的均方位移在



 

长时阶段会达到一个稳定平台. 颗粒均方位移达到

稳定平台所需的时间随颗粒体积分数的增加而变长

（图 7）.  

 

（a）归一化径向均方位移随归一化时间的变化 

（a）Normalized radial mean square displacement as a function of 

normalized time 

 

 

（b）归一化切向均方位移随归一化时间的变化 

（b）Normalized transverse mean square displacement as a function of 

normalized time 

图 7 不同体积分数下颗粒的归一化均方位移随归一化时间的变

化：短时阶段，均方位移随时间增大而变大；长时阶段，由于壁

面限制，均方位移达到恒定值
[33] 

Fig.7 Normalized mean square displacement (MSD) as a function of 

normalized time under different particle volume fractions in the cavity: 

at short times, MSD increases as lag time increases; at long times, MSD 

reaches a plateau due to wall confinement
[33] 

2021 年，Zia 课题组将理论模型扩展到考虑颗

粒尺寸多分散性，研究了尺寸多分散性对颗粒在球

腔内进行平衡态扩散的影响
[36]

. 图 8（a）为球腔中

双分散颗粒悬浮液模型系统的示意图，图 8（b）展

示了双分散颗粒的编号规则. 研究表明，多分散性

削弱了球腔壁面附近的润滑作用，与单分散颗粒悬

浮液相比，小（大）颗粒扩散得更快（慢）. 当小（大）

颗粒远离壁面时，多分散性削弱了多体水动力相互

作用，导致扩散率升高（降低）. 作者还发现，当颗

粒体积分数较高时，在限域效应和尺寸多分散性的

共同作用下，颗粒会沿径向产生尺寸分离.  

 
图 8（a）球腔中双分散颗粒悬浮液模型系统的示意图，球腔半径

为 R，红（蓝）色颗粒半径为 a1（a2），y1（y2）是红（蓝）色颗

粒与球腔中心的距离，r12是红蓝两颗粒的距离，𝜃是红色与蓝色颗

粒与球腔中心连心线的夹角，y’是镜像颗粒与球腔中心的距离；

（b）基于尺寸的双分散颗粒编号规则，i 为颗粒尺寸编号，j 为颗

粒的单独编号
[36] 

Fig.8 (a) Schematic representation of model system for a spherically 

confined bidisperse suspension with (b) particle labelling based on size; 

the cavity radius is R, the radius of red (blue) particle is a1 (a2), y1 (y2) is 

the distance between red (blue) particle and cavity center, r12 is the 

distance between red and blue particles, 𝜃 is the angle between 

particle-cavity lines of centers for red and blue particles, y’ is the 

distance between image particle and cavity center, i is particle size 

group index, j is particle’s individual index
 [36] 

2  数值模拟 

上述理论研究对球腔内颗粒输运具有重要指导

意义，而理论解通常在颗粒和壁面几何形状相对简

单时才能获得. 数值模拟能较为灵活地处理任意几

何形状的系统，下面将分为单个颗粒、多个颗粒两

个小节，介绍球腔内低雷诺数流体中颗粒输运数值

模拟研究方面的工作. 

2.1 单个颗粒 

法国高等理工大学 Sellier 使用两种不同的边界

元方法，计算了悬浮在球腔内低雷诺数流体中的任

意形状固体颗粒在外力驱动下的迁移
[60]

. 第一种方

法将无界自由空间的斯托克斯点子（Stokeslet）分配

到球腔壁面和颗粒表面上，该方法并不局限于处理

球腔，而是能够处理任意形状的腔体和颗粒；但当

腔体尺寸较大时，此方法需要非常多的斯托克斯点

子以保证计算精度. 第二种方法将 1927 年 Oseen 得

到的仅适用于球腔系统的斯托克斯点子分配到颗粒

表面，此方法无需将球腔壁面进行网格划分，只需

要将颗粒表面离散化；当腔体尺寸较大时，此方法



 

在合理计算时间内仍能给出较为精确的结果. 作者

使用两种方法，得到了相应的数值解，且都与文献

中球形颗粒的精确解吻合良好. 作者使用第二种方

法在合理的 CPU 时间内精确计算了球形与椭球颗

粒在球腔内运动所受的阻力和力矩. 计算结果表明，

球腔内颗粒的沉降与外力、颗粒形状以及颗粒在球

腔内的位置密切相关.  

以上工作只考虑了颗粒在球腔内少数几个位置

的运动，为研究不同形状的颗粒在整个球腔中的输

运，中国科学院力学研究所 Chen 和 Jiang 于 2023

年用数值方法研究了球腔内低雷诺数流体中的单颗

粒动力学特征
[39]

. 分析了静止腔体中颗粒的水动力

迁移率. 获得了圆球与椭球的径向与横向迁移率. 

发现迁移率在球腔中心最大，并随颗粒-壁面径向距

离的减小而降低. 由于形状各向异性，椭球的迁移

率会随颗粒旋转轴与颗粒-腔体连心线的夹角（颗粒

姿态角）而变化. 

当外力与颗粒-腔体连心线的夹角不为 0 或 90

度时，颗粒会沿垂直于外力方向进行漂移运动. 揭

示了受限诱导的迁移率张量各向异性是导致漂移的

原因. 在腔体的对称面上，圆球漂移速度为中心对

称分布，如图 9（a）所示. 图 9（b）的结果表明，

当颗粒靠近腔体壁面（中心）时，漂移速度会随颗

粒径向位置的增加而降低（升高）；颗粒-腔体尺寸

比越大，归一化漂移速度越大. 除了受限程度和位

置，椭球漂移速度还与颗粒姿态角呈正弦函数关系.  

 
图 9（a）球腔对称面内球形颗粒漂移速度呈中心对称分布；（b）

不同受限程度下颗粒的归一化漂移速度随空间位置的变化，靠近

球腔中心（壁面）的漂移速度随 y/Rc增加而增大（减小），同一

位置的漂移速度随受限程度增强而增大
[39] 

Fig.9 (a) Spatial distribution of drift velocity of a spherical particle in a 

symmetry plane of the spherical cavity shows diagonal symmetry; (b) 

Normalized drift velocity of the particle as a function of particle 

location under different confinement levels, drift velocity increases 

(decreases) as y/Rc increases near cavity center (wall), and drift velocity 

at a certain position increases as confinement level increases
[39] 

当液滴、细胞随流体运动时，它们通常会有平

动和转动两种运动模式，而转动会使腔体内部产生

旋转流. 研究发现. 当颗粒-流体密度差小于（大于）

0 时，旋转流中的颗粒受向心（离心）力作用. 图 10

的结果表明，在任一位置释放颗粒，受向心力作用

的颗粒会运动到同一驻点；受离心力作用的颗粒会

进入球腔对称面内的稳定轨道. 此发现为微液滴内

颗粒的组装、分离与汇聚提供了新思路. 

 

图 10（a）腔内旋转流中受离心力颗粒的轨迹，任一位置释放的颗

粒都会运动到同一稳定轨道；（b）腔内旋转流中受向心力颗粒的

轨迹，任一位置释放的颗粒都会运动到同一驻点
[39] 

Fig.10 (a) Trajectories of particles under centrifugal forces in the 

rotating flow in the cavity, and particle released from any position will 

eventually moves into the same orbit; (b) Trajectories of particles under 

centripetal forces in the rotating flow in the cavity, and particle released 

at any position will eventually arrives at the same stagnation point
 [39] 

对于非球形颗粒，旋转流会使颗粒上产生旋转

诱导力矩. 作者通过数学推导获得了一般椭球颗粒

所受此力矩的解析表达式. 在旋转诱导力矩作用下，

长球和扁球的姿态角存在不同的亚稳态和稳态. 这

些状态与 2008 年美国加州理工学院 John F. Brady

团队发现的胶体悬浮液中椭球颗粒的状态相似，但

其中的力学机理不同.  

2.2 多个颗粒 

相比单颗粒，多颗粒模拟的计算量较大，人们

使用一系列颗粒动力学方法，结合加速算法与并行

计算，研究了球腔内多个颗粒的输运. 2015 年，美

国佐治亚理工学院 Skolnick 课题组采用布朗动力学

和斯托克动力学模拟，研究了球腔内低雷诺数流体

中颗粒的运动
[61]

. 他们将细胞质中的生物大分子模

拟为球腔内粘性流体中的颗粒，而细胞膜则由紧密

间隔的固定壁面颗粒构成，模拟系统如图 11 所示. 

模拟系统中，颗粒的体积分数为 0.3，它对应于生物

细胞内的拥挤环境. 作者观察到壁面附近的颗粒分

层现象，它是由受限空间中的空间位阻相互作用造

成的. 壁面附近颗粒的运动与壁面有很强的相关性；

如果考虑颗粒-壁面的水动力相互作用，这种相关性

还会增强. 研究还发现靠近壁面的颗粒有维持靠近

壁面的倾向，该结果的生物学意义是，细胞内生物

大分子之间的平均接触时间在细胞壁附近比在细胞



 

内部更长. 这项工作采用了无界流体的颗粒动力学

算法，将壁面离散为一系列颗粒，壁面的流动边界

条件未能得到有效的控制，因而流体很容易穿过壁

面，导致壁面附近出现非物理流动；另外，作者没

有考虑非球形颗粒的情况. 

 

图 11 简化生物细胞模型，红色颗粒用于模拟细胞壁，蓝色

颗粒用于模拟细胞内生物大分子
[61] 

Fig.11 A snapshot of the simulation system for a model 

biological cell, red particles represent the cell wall, and blue particles 

represent biomolecules
[61] 

为了分析不同形状颗粒的输运，并较好地处理

壁面的流动边界条件，美国芝加哥大学 de Pablo 团

队在 2020 年研究了多个球形颗粒和圆柱形颗粒在

封闭球腔内的结构和布朗运动
[35]

. 作者采用了一般

几何类 Ewald（General Geometry Ewald-like）方法

来高效模拟颗粒-颗粒、颗粒-壁面之间的水动力相

互作用，球腔壁面为无滑移边界条件；运用了切比

雪夫多项式近似来计算颗粒的布朗运动，使其满足

涨落耗散定理. 该工作探讨了短程润滑力、长程水

动力相互作用、颗粒体积分数、颗粒形状对颗粒的

平衡态结构和扩散的影响. 研究发现，当颗粒体积

分数大于 10%时，颗粒开始形成层状聚集，它使颗

粒的短时扩散系数出现显著的空间依赖性. 当颗粒

体积分数较小时，球腔内部圆柱形颗粒的取向为随

机分布；随着颗粒体积分数的升高，球腔内部圆柱

形颗粒的取向逐渐从无序变为有序（图 12）.  

 

图 12 不同体积分数下球腔内圆柱形颗粒的方向序参数随径向位置

的变化，随着颗粒体积分数升高，颗粒取向从无序变为有序
[35] 

Fig.12 Distribution of the orientational order parameter of cylindrical 

particles in the spherical cavity under different particle volume 

fractions, and particle orientation moves from a random state to an 

ordered state as volume fraction increases
[35] 

为进一步探索颗粒形状对球腔内低雷诺数流体

中颗粒结构和扩散的影响，de Pablo 团队将圆柱形

颗粒和球形颗粒混合，通过改变总颗粒的体积分数

以及圆柱形/球形颗粒的占比，计算和对比了不同情

况下的结果
[62]

. 研究发现，在球形颗粒中引入具有

简单各向异性的圆柱体颗粒，对颗粒的结构和动力

学有明显的影响. 增加圆柱体颗粒的占比会引起颗

粒空间分布的变化，其中球形颗粒被推向壁面，而

圆柱形颗粒则保持在球腔中心附近. 这种分离导致

球形颗粒的扩散率低于其在等体积分数下纯球形颗

粒系统中的扩散率.  

3  实验研究 

实验观测能发现实际系统中颗粒输运的新现象

和新规律，也能确认和验证理论分析与数值模拟的

结果. 目前，研究全受限低雷诺数流体中颗粒输运

的一部分实验是在生物细胞内完成的. 然而生物细

胞通常不是规则球形，细胞内诸如细胞器、肌动蛋

白微丝、细胞骨架、细胞核等结构十分复杂，难以

定量研究水动力相互作用和限域效应如何影响颗粒

输运. 另一部分实验与微液滴技术密切相关，这些

实验目前大多是应用性研究，它们主要关注如何在

微液滴中更高效地实现特定生物化学功能，对颗粒

输运进行了定性分析，而有关颗粒运动规律的定量

研究相对较少. 以下将介绍球腔内颗粒输运定量实

验研究方面的进展. 



 

 
（a）光学显微镜拍摄的含颗粒（白色）水球（黑色圆圈） 

（a）Transmitted light optical microscope image of a water globule 

(dark circle) containing a spherical particle (white) 

 

（b）颗粒径向扩散系数 Dr和切向扩散系数 Dp随归一化径向位置

的变化：Dr随径向位置增加而减小，Dp在球腔中心（壁面）附近

随径向位置增加而增大（减小） 

（b）Particle’s radial diffusivity Dr and transverse diffusivity Dp as a 

function of normalized radial position: Dr decreases as radial position 

increases, and Dp increases (decreases) near cavity center (wall) as 

radial position increases 

图 13 水球中颗粒布朗运动的实验研究
[63] 

Fig.13 Experimental study of a particle’s Brownian motion in a water 

globule
[63] 

墨西哥圣路易斯波托西自治大学 Arauz-Lara 团

队定量研究了球腔内低雷诺数流体中的颗粒输运. 

该团队将单个球形颗粒放置在水球中，通过光学显

微镜观测了颗粒的布朗运动
[63]

. 如图 13（a）所示，

该实验所用水球的大小与一般生物细胞的大小在同

一量级，水球中颗粒的运动与一些生物大分子在细

胞内的运动非常相似. 该研究对整个球腔进行采样，

跟踪了颗粒的三维运动轨迹. 研究发现，由于颗粒

与球腔壁面之间存在水动力相互作用，颗粒的短时

扩散系数与颗粒-壁面之间的距离密切相关，且局部

扩散系数的径向和切向分量并不相等，颗粒沿切向

方向扩散地更快，见图 13（b）. 作者还发现，颗粒

运动的快慢不仅与球腔大小有关，也取决于颗粒在

球腔中的空间位置. 这项工作的实验结果对认识细

胞和微液滴内大分子的运动有很好的启示作用. 对

于液滴中大量颗粒以及非球形颗粒的情况，由于观

测过程中可能出现的颗粒重叠、非球形颗粒姿态角

不断变化等因素的影响，实验观测较为困难，目前

未发现相关定量实验研究的报道. 

 

图 14 用反射暗场显微镜观测到的水液滴中两个颗粒的位置，如红

点和蓝点所示，颗粒位置信息用于计算表征颗粒间双电层相互作

用的德拜屏蔽长度
[64] 

Fig. 14 Observed positions of two particles by reflected dark-field 

microscopy, as shown by red and blue dots, and these positions were 

used to compute Debye screening length for electric double layer 

interaction between particles
[64] 

除了仅观测颗粒的扩散输运，研究人员还利用

颗粒的布朗扩散推测颗粒所处限域环境的性质 . 

2017 年，日本兵库县立大学 Inui 团队通过实验观测

了两个悬浮在液滴底部颗粒的布朗运动，并研究了

两颗粒间的双电层相互作用
[64]

. 作者将颗粒间的平

均距离表示为德拜屏蔽长度的函数，利用水液滴中

两个金颗粒的布朗运动轨迹来计算德拜屏蔽长度. 

实验中，金颗粒的半径为 0.3 微米，水液滴的半径

为 2 毫米. 作者采用光学显微镜测量了颗粒在布朗

运动过程中的位置，如图 14 中红点和蓝点所示，数

据采集时间为 2.5 小时，时间间隔为 1 秒. 基于颗粒

位置的数据，计算了颗粒间的平均距离，从而估算

出了德拜屏蔽长度，得到的结果与理论结果一致.  

颗粒的布朗运动还被用于测量囊泡的力学性质，

墨西哥国家理工学院 Carbajal-Tinoco 团队在 2020

年提出了一种使用胶体颗粒的布朗运动测定巨脂质

体面积拉伸模量的方法[65]. 首先利用显微镜焦平面

下的荧光球所产生的衍射图，确定囊泡内颗粒的空

间位置，重构颗粒的运动轨迹. 然后基于颗粒布朗

运动引起膜弹性变形的现象以及经典弹性力学理论，

计算脂质膜的面积拉伸模量. 实验中，囊泡半径大



 

于 15 微米，胶体颗粒的半径约为 0.25 微米，作者

观测了囊泡内颗粒在脂质双分子层附近的扩散. 图

15 中，直方图显示了观测时间为 4 s 时脂质膜附近

胶体颗粒（CPr）的概率密度函数，FPa 为自由颗粒

的概率密度函数，垂直线 Ves 代表囊泡的平均半径. 

图 15 的插图展示了颗粒均方位移随时间的变化，

BPa 为无界流体中颗粒自由扩散的情况，CPr 为囊

泡内胶体颗粒扩散的情况，SW 为根据 Dst 拟合的曲

线，其中 Ds 是短时自扩散系数. 从图 15 中可以看

到，脂质膜附近的胶体颗粒呈现出反常扩散，结合

颗粒反常扩散和膜的连续介质力学理论，作者测得

了脂质膜的面积拉伸模量，测量结果与其他广泛接

受的实验结果一致.  

 

图15 二油酰基卵磷脂囊泡内脂质膜附近胶体颗粒（CPr）布朗扩

散过程中的概率密度函数随径向位置的变化，红线（FPa）为自由

颗粒的概率密度函数，绿色竖线（Ves）为囊泡平均半径；插图为

颗粒均方位移随时间的变化，BPa代表无界流体中的颗粒扩散，

SW为基于短时线性扩散的拟合曲线[65] 

Fig. 15 Probability density function as a function of radial position for 

Brownian diffusion of a colloidal probe (CPr) near the lipid membrane 

of a 1,2-Dioleoyl-sn-glycero-3-phosphocholine vesicle, red line denotes 

the free particle, vertical green line (Ves) is average radius of vesicles; 

the inset shows mean square displacement as a function of time, BPa 

denotes particle diffusion in bulk, SW is the fitting curve based on 

short-time linear diffusion[65] 

4  结  论 

球腔内低雷诺数流体中的颗粒输运在生命、医

药、化工等领域有广泛的应用. 近百年来，各国学者

使用理论、数值和实验方法，观测到了多种颗粒输

运现象，阐明了其背后的力学机理. 这些工作分别

针对滑移与无滑移、刚性与可变形壁面，单颗粒与

多颗粒系统，不同颗粒-球腔尺寸比、颗粒形状等情

况，进行了系统而深入的研究，取得了一系列成果.  

这些研究结果为后续探索全受限环境中更复杂

的颗粒输运奠定了基础，也有助于揭示细胞内的物

质输运规律、为微流控封装和微液滴反应器等技术

提供理论支撑. 目前，精确操控细胞、微液滴等全受

限复杂环境中的颗粒输运仍十分困难，微液滴技术

中如何精准调控生物化学反应也极具挑战性. 为解

决这些问题，未来仍需对全受限低雷诺数流体中的

颗粒输运进行研究，紧密结合工程应用，促进相关

领域学术与技术的共同发展. 进一步研究内容包括： 

（1）对应生物细胞内物质输运的应用场景，考

虑细胞核、细胞器、细胞骨架等微观结构以及壁面

弹性，发展新的实验观测和数值模拟方法，研究全

受限复杂空间内的颗粒扩散与定向输运机理. 

（2）在理论分析和数值模拟中，根据实际应用

需求，除了水动力学相互作用，添加力-电-化多场

耦合，研究外加电场、表面电荷密度、离子浓度场

等因素对颗粒输运的影响. 

（3）针对可变形以及活性颗粒，发展实验观测、

理论分析和数值模拟方法，研究颗粒输运随颗粒表

面弹性、活性颗粒运动速度、定向输运与布朗扩散

之间的竞争关系而变化的力学机制. 
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