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抑制运动可渗透面虚假噪声的四极子修正模型
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摘要：Ffowcs Williams-Hawkings（FW–H）方程是 Lighthill 声比拟方程在运动边界问题中的推广，但在 FW–H 方程中

使用运动可渗透积分面时，常因涡结构穿过可渗透积分面引起虚假噪声。本文利用可渗透积分面上 Lighthill 应力张量的通

量估计涡结构对远场噪声的贡献，并消去其所导致的虚假噪声。在频域 Lighthill 应力张量通量四极子修正模型基础上，本文

考虑了运动积分面对四极子修正模型的影响，提出了适用于运动可渗透积分面的四极子修正模型。该模型基于冻结流假设与

格林函数的远场近似特性，通过求解关于四极子体积分项的代数方程，在被积函数中包含了运动积分面的速度。圆柱绕流和

对流涡远场噪声预测验证了本文所提出修正模型的有效性。
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A quadrupole correction model to suppress spurious sound
with moving permeable integral surfaces
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Abstract: Ffowcs Williams–Hawkings  (FW–H)  equation  is  the  extension  of  the  Lighthill’ s

acoustic analogy  equation  for  sound prediction with moving boundaries. However,  the  spurious

sound often arises from vortex structures crossing through permeable FW–H surfaces. This work

aims  to  approximate  the  contribution  of  the  vortex  structures  to  far-field  sound  using  the

Lighthill  stress  tensor  flux and  subtract  the  resulting  spurious  sound. Based on  the  frequency-

domain  Lighthill  stress  tensor  quadrupole  correction model,  a  quadrupole  correction model  is

proposed to account for the effect of a moving  integral surface on the spurious sound. Based on

the frozen flow assumption and far-field approximation of the FW–H equation’s Green’s function,

the proposed model  incorporates the FW–H surface’s velocity  into the  integrand of the quadru-

pole correction model by solving an algebraic equation of the quadrupole volume  integral term.

The proposed model is validated by the far-field sound prediction of flows over a circular cylinder

and a convecting vortex.

Keywords: acoustic  analogy;  quadrupole  sources;  spurious  sound; moving  integral  surfaces;

permeable integral surfaces
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 0    引　言

噪声问题是航空航海中的重要问题，流动产生

的远场噪声是噪声研究的重要内容 [1-6]。工程中各种

远场噪声（如螺旋桨噪声 [7]、射流噪声 [8]、风扇噪声 [9]、

高升力翼型噪声 [10-11]、钝体绕流噪声 [12] 等）通常采用

Ffowcs  Williams–Hawkings（FW–H）方程 [6] 进行

计算。FW–H 方程是 Lighthill 声比拟理论在有边界

流动远场噪声问题中的拓展。求解 FW–H 方程时，

可利用格林函数方法得到积分形式解（下文简称为

“FW–H 积分”）。FW–H 积分包括单极子和偶极子

声源的面积分及四极子声源的体积分。

FW–H 积分中的四极子声源体积分项消耗的存

储量和计算量较大。在求解 FW–H 方程时，通常忽

略积分面外的四极子声源体积分项 [13-14]，这在积分面

足够大时误差较小；对于积分面难以包含所有四极

子声源的情况（如湍射流、机翼绕流），则需采取一些

近似方法给出积分面下游足够远处四极子声源的贡

献。一种方法是打开下游边界，这种方法通常应用

于射流噪声计算 [8, 15]。对于积分面足够远的情况，该

方法误差较小，但在数学上不满足积分面封闭假设，

并且低估了下游观测点噪声。另一种方法是基于封

闭积分面，修正积分面截断误差。Zhong 等 [16-18] 构建

了一种基于滤波的压力脉动的声比拟方程，给出了

该方程的时域解和频域解。Wang 等 [19] 则基于泰勒

冻结流假设，将积分面外的四极子声源体积分以穿

出出口面的四极子通量形式近似。在其基础上，

Nitzkorski 等 [20] 对四极子声源出口速度的取法进行

了讨论，认为利用关联函数可以给出更加准确的出

口速度。在频域方法中，Lockard 与 Casper[21] 同样

基于泰勒冻结流假设，利用分部积分将频域的四极

子项展开为面积分的级数形式，正确预测了钝体绕

流的辐射噪声，但该方法未能应用于来流马赫数

0.5～1.0 之间的所有远场观测点。Zhou 等 [22-24] 利用

远场近似重新展开四极子声源体积分项，得到了收

敛的面积分级数，对该级数求极限，给出了适用于来

流马赫数 1.0 以下所有远场观测点的统一形式。

目前的虚假噪声抑制方法均以积分面静止为前

提，未考虑积分面运动情况。当积分面运动时，积分

面主动穿过四极子声源，即便四极子声源对流速度

较小，仍会产生四极子声源通量，导致虚假噪声。本

文基于频域 FW–H 方程和泰勒冻结流假设，构建运

动积分面导致的虚假噪声。所得到的形式表明，在

考虑运动可渗透面时，虚假噪声一部分由积分面运

动引起，另一部分则来自四极子声源的输运。本文

提出考虑运动可渗透面的四极子修正模型（输入数

据为时域的速度、压力和密度），并利用对流涡和低

雷诺数圆柱绕流算例对该模型的有效性进行验证。

 1    FW–H 方程的频域形式

由考虑远场均匀来流的 FW–H 方程开始[25]：(
∂2

∂t2
+ U∞iU∞j

∂2

∂yi ∂yj
+ 2U∞i

∂2

∂yi ∂t
−

c20
∂2

∂yi ∂yi

)
[H(f)ρ′] = ∂2

∂yi ∂yi
[TijH(f)]−

∂

∂yi
[Fiδ(f)] +

∂

∂t
[Qδ(f)] （1）

其中：

Tij = ρuiuj + Pij − c20ρ′δij
Fi = ρ (ui − U∞i) (uj − vj + U∞j)nj+

ρ0U∞i (U∞j − vj)nj + p′ni

Q = ρ (uj − vj + U∞j)nj − ρ0 (U∞j − vj)nj （2）

Tij Pij = (p−p0)δij − τij
τij ρ0、c0、p0

ρ′ = ρ− ρ0 p′ = p− p0

ni H(f)

U∞i ui

U∞i vi

式中： 为 Lighthill 应力张量；  ，

为黏性应力； 分别为无穷远场的密度、声

速和压力；密度 ，压力脉动 ；

为 FW–H 积分面的单位外法向量的分量； 为

Heaviside 函数，在 FW–H 面外为 1，在 FW–H 面内

为 0； 为均匀来流的速度分量； 为当地流体质点

相对于 的速度脉动， 为 FW–H 面的运动速度。

基于等熵流动假设进行傅里叶变换，上式转化为：[
(ik)2 +Ma∞iMa∞j

∂2

∂yi ∂yj
+ 2Ma∞i

∂2

∂yi ∂t
−

∂2

∂yi ∂yi

]
[H(f)F(p′)] =

∂2

∂yi ∂yi
F [TijH(f)]−

∂

∂yi
F [Fiδ(f)] + iωF [Qδ(f)] （3）

F [q(t)] q(t)式中， 表示对时域的物理量 作傅里叶变

换。变换对定义为：

F [q(t)] = q̃(ω) =
w ∞

−∞
q(t)exp(−iωt)dt

F−1[q̃(ω)] = q(t) =
1

2π

w ∞

−∞
q̃(ω)exp(iωt)dω

（4）

k = ω/c0 Ma∞i =U∞i/c0

y1 U∞1

定义波数 、马赫数 。需要

注意的是，本文所考虑的工况为二维流动，来流马赫

数在 1.0 以下。不失一般性，本文仅考虑来流方向沿

轴正向，来流速度为 。

2 实　验　流　体　力　学 http://www.syltlx.com

 



 2    FW–H 方程的解

 2.1   单极子项和偶极子项

考虑积分面运动及来流，给出单极子项和偶极

子项的频域形式。将式（3）右端视作源项，其解为：

p̃′(x,ω) =
w ∞

−∞
iωF {Q(y, t)δ [f(y, t)]}G(x,y,ω)dy−

w ∞

−∞

∂

∂yi
F {Fi(y, t)δ [f(y, t)]}G(x,y,ω)dy+

w ∞

−∞

∂2

∂yi ∂yj
F {Tij(y, t)H [f(y, t)]}G(x,y,ω)dy

（5）

上式所需使用的二维格林函数为：

G(x,y,ω) =
−i
4β

exp[iMa∞1k(x1 − y1)/β2]H(2)
0

(
k

β2
Rβ

)
Rβ =

√
(x1 − y1)

2
+ β2(x2 − y2)

2

（6）

格林函数的远场近似为：

G(x,y,ω) =
−i
4

(
2

πkRβ

)0.5

exp
[
iπ/4 + iMa∞1k(x1 − y1)/β2 − ikRβ/β2

]
（7）

β
√
1−Ma2

∞1Prandtl–Glauert 因子  = ，x和y分别为

观测点和声源的空间坐标。在 Zhou 等 [24] 研究工作

基础上，考虑对流影响，得到式（6）中的单极子项为：

p̃′
M(x,ω) =

w
f=0

w
t1

ω
4

(
2

πkRβ

)0.5

exp(iπ/4)

Q

1 +Mat1

exp(−iωt1)dt1dl （8）

偶极子项为：

p̃′
D(x,ω) =

w
f=0

w
t1

−i
4

(
2

πkRβ

)0.5

exp(iπ/4)

FiCi

1 +Mat1

exp(−iωt1)dt1dl

C1(x,y) =
−ik
β2

(
∂Rβ

∂y1
+Ma∞1

)
, C2(x,y) =

−ik
β2

∂Rβ

∂y2
（9）

其中：

t1(t,x,y) = t+ [Rβ −Ma∞1(x1 − y1)] /(c0β2)

Mat1(t,x,y) =
d
{
[Rβ −Ma∞1(x1 − y1)] /(c0β2)

}
dt1

（10）

η

t为声源所对应时刻。需要注意的是，以上 3 式中的

声源坐标 y与时间 t相关，可由随积分面运动的拉格

朗日坐标系 及每个时刻的运动速度 v确定，即：

y = η+
w
t

vdt （11）

为能使用 FFT 求解单极子项和偶极子项，将式

（8）和（9）中与频率有关的项置于时间积分之外：

p̃′
M(x,ω) =

ω
4

(
2

πk

)0.5 w
f=0

w
t1

(
1

Rβ

)0.5

exp(iπ/4) Q

1 +Mat1

exp(−iωt1)dt1dl （12）

p̃′
D(x,ω) =

−k

4β2

(
2

πk

)0.5 w
f=0

w
t1

(
1

Rβ

)0.5

exp(iπ/4)(
Ma∞1F1 + Fi

∂Rβ

∂yi

)
1 +Mat1

exp(−iωt1)dt1dl （13）

利用傅里叶变换，单极子和偶极子源可写作：

p̃′
M(x,ω) =

ω
4

(
2

πk

)0.5

w
f=0

F

[(
1

Rβ

)0.5

exp(iπ/4) Q

1 +Mat1

exp(−iωt1)
]

dl

（14）

p̃′
D（x,ω） =

−k

4β2

(
2

πk

)0.5

w
f=0

F

( 1

Rβ

)0.5

exp(iπ/4)

(
Ma∞1F1 + Fi

∂Rβ

∂yi

)
1 +Mat1

dl

（15）

t1（t,x,y） = t+ [Rβ −Ma∞1(x1 − y1)] /(c0β2)
需要注意的是，式（14）和（15）中的傅里叶变换均在

新 变 量

下进行，因此，需要将原先在时间序列 t下的声源插

值到 t1 下。

 2.2   四极子修正模型
对于静止积分面，在积分面足够大或来流马赫

数较低的工况下，积分面以外的远场噪声可以由单

极子项和偶极子项的贡献叠加得到。但是，在较高

来流马赫数下，由积分面截断引起的误差可能与单

极子项和偶极子项的贡献处于同一量级 [26-27]。因此，

从式（5）中的四极子项出发，基于泰勒冻结流假设给

出截断误差的远场近似面积分形式。需要注意的

是，积分面运动导致的截断误差也被纳入考虑。

四极子声源的贡献如下：

p̃′
Q(x,ω) =w ∞

−∞

∂2

∂yi ∂yj
F {Tij(y, t)H [f(y, t)]}G(x,y,ω)dy

（16）
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p̃′
Q(x,ω) =w ∞

−∞
F {Tij(y, t)H [f(y, t)]} ∂2G(x,y,ω)

∂yi ∂yj
dy

（17）

将其中的傅里叶变换展开得到：

p̃′
Q(x,ω) =

w ∞

−∞

w ∞

−∞
Tij(y, t)H [f(y, t)]

∂2G(x,y,ω)
∂yi ∂yj

exp(−iωt)dtdy （18）

利用二维频域格林函数的远场渐近，其二阶空间偏

导数在远场可以写为：

∂2G (x,y,ω)
∂yi ∂yj

≈
(

iω
c0β2

)2
∂φ
∂yi

∂φ
∂yj

G (x,y,ω)

φ = Ma∞1x1 −Ma∞1y1 −Rβ （19）

将格林函数的二阶偏导数代入式（18）可以得到：

p̃′
Q (x,ω) = C

w ∞

−∞

w ∞

−∞
TijH (f)Aij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dtdy

C =

(
−i
4

)(
2

πk

)0.5( iω
c
0
β2

)2

exp(iπ/4)

Aij =

(
1

Rβ

)0.5
∂φ
∂yi

∂φ
∂yj

（20）

关于时间进行分部积分，得到：

p̃′
Q (x,ω) =− C

w ∞

−∞

w ∞

−∞

i
ω

∂ [TijH (f)]

∂t

Aijexp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dtdy （21）

上式可进一步写为：

p̃′
Q (x,ω) = p̃′

Q1 (x,ω) + p̃′
Q2 (x,ω)

p̃′
Q1 (x,ω) = −C

w ∞

−∞

w ∞

−∞

i
ω

∂H (f)

∂t
TijAij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dtdy

p̃′
Q2 (x,ω) = −C

w ∞

−∞

w ∞

−∞

i
ω

∂Tij

∂t
H (f)Aij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dtdy （22）

利用 Heaviside 函数的性质[1]

∂H (f)

∂t
= −v · nδ (f) （23）

p̃′
Q1 (x,ω)式（22）中的 可以写为：

p̃′
Q1 (x,ω) =C

w ∞

−∞

w ∞

−∞

i
ω
[v · nδ (f)]AijTij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dtdy （24）

δ (f) δ (f)
p̃′

Q1 (x,ω)
利用 的筛选性质（the sifting property of ），

可以写为轮廓积分的形式：

p̃′
Q1 (x,ω) =C

w ∞

−∞

w
f=0

i
ω
(v · n)AijTij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dldt （25）

p̃′
Q2 (x,ω)为将 同样化为面积分，需要使用泰勒

冻结流假设，即认为 Lighthill 应力张量近似满足对

流方程：

∂Tij

∂t
+U∞ · ∇Tij = 0 （26）

p̃′
Q2 (x,ω)

其 中 ， U∞为 来 流 速 度 矢 量 。 需 要 注 意 的 是 ，

Lighthill 应力张量的对流速度可以有多种确定方

式，如局部平均或交叉关联。本文选取了一种比较

直接的定义方式，这种方式在速度亏损较小的区域

不会引起较大误差。将 Lighthill 应力张量满足的对

流方程代入式（22）的 中，得到：

p̃′
Q2 (x,ω) =C

w ∞

−∞

w
f>0

i
ω
(U∞ · ∇Tij)Aij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dydt （27）

利用分部积分，上式可进一步写为：

p̃′
Q2 (x,ω) =− C

w ∞

−∞

w
f = 0

i
ω
(U∞ · n)TijAij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dldt−

C
w ∞

−∞

w
f>0

i
ω
(U∞ · ∇φ)

iω
c0β2

TijAijexp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dydt

（28）

∇φ式中的 为：

∂φ
∂y1

= −Ma∞1 −
y1 − x1√

(x1 − y1)
2
+ β2(x2 − y2)

2

∂φ
∂y2

= − y2 − x2√
(x1 − y1)

2
+ β2(x2 − y2)

2
（29）

|x| ≫ |y|利用远场条件，即 ，得到：

∂φ
∂y1

≈ −Ma∞1 + x1√
x2
1 + β2x2

2

∂φ
∂y2

≈ x2√
x2
1 + β2x2

2

（30）

∇φ
U∞ · ∇φ
得到的 仅与观测点位置相关，可将式（28）中的

由积分号中提取出来，得到：

p̃′
Q2 (x,ω) = −C

w ∞

−∞

w
f=0

i
ω
(U∞ · n)TijAij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dldt+ (U∞ · ∇φ)
C

c0β2w ∞

−∞

w
f>0

TijAijexp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dydt

（31）

p̃′
Q2 (x,ω)根据式（16），可以进一步将 写为：
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p̃′
Q2 (x,ω) =− C

w ∞

−∞

w
f=0

i
ω
(U∞ · n)TijAij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dldt +

(U∞ · ∇φ)
1

c0β2
p̃′

Q (x,ω) （32）

将式（32）和（25）代入式（22），得到：

p̃′
Q (x,ω) =C

w ∞

−∞

w
f=0

i
ω
(v · n)Aij

exp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dldt−

C
w ∞

−∞

w
f = 0

i
ω
(U∞ · n)

TijAijexp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dldt +

(U∞ · ∇φ)
1

c0β2
p̃′

Q (x,ω) （33）

p̃′
Q (x,ω)利用上式可以解出 ：

p̃′
Q (x,ω) = p̃′

QMS (x,ω) + p̃′
QMQ (x,ω)

p̃′
QMS (x,ω) =

[
c0β2

c0β2 − (U∞ · ∇φ)

]
C

w ∞

−∞

w
f=0

i
ω
(v · n)

TijAijexp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dldt

p̃′
QMQ (x,ω)=−

[
c0β2

c0β2−(U∞ · ∇φ)

]
C

w ∞

−∞

w
f=0

i
ω
(U∞·n)

TijAijexp
[
−iω

(
t− φ/c

0
β2
)]

dldt
（34）

p̃′
QMS (x,ω)

p̃′
QMQ (x,ω)

至此，我们发现四极子声源的贡献由两项组成：

一项来自于运动积分面的截断，对应于式（34）中的

；另一项则主要产生于四极子声源的对

流，表示为 。

为利用快速傅里叶变换进一步减少计算量，参

考 Zhou 等 [28] 的工作，考虑如式（10）所示的变量代

换，得到：

p̃′
Q (x,ω) =

[
c0β2

c0β2 − (U∞ · ∇φ)

]
i
ω
C

w ∞

−∞

w
f=0

1

1 +Mat1

[(v −U∞) · n]

Aijexp(−iωt1)dldt1 （35）

同样可将上式中的时间积分写为傅里叶变换形式：

p̃′
Q (x,ω) =

[
c0β2

c0β2 − (U∞ · ∇φ)

]
i
ω
C

w
f=0

F
{

Aij

1 +Mat1

[(v −U∞) · n]
}

dl （36）

根据 Zhou 等 [28] 的工作，与式（34）相比，式（35）

和（36）可以采用非均匀快速傅里叶变换进行求解，

1 +Mat1

|1−Mar| = 0

|1 +Mat1 | = 0

对于多频噪声问题可以节省大量计算时间。但是，

当式（35）和（36）被积函数的分母  = 0 时，

两式出现奇异性问题，这与时域 FW–H 积分中的多

普勒奇异性问题相同。根据 Brentner 的工作 [29]，在

时域 FW–H 积分中，对于任意运动的 FW–H 积分

面，当积分面向观测点的运动速度达到声速时，出现

被积函数分母为 0 的情况，即 ，此时时

域 FW–H 积分出现奇异性，需采用特殊数值手段处

理。Brentner 将其称为“多普勒奇异性问题（Doppler

singularity） ”。当积分面速度足够快时，可能出现

，式（35）和（36）同样会出现奇异性问

题，Zhou 等 [28] 同样称其为“多普勒奇异性问题”。另

外，需要注意的是，在得到四极子通量模型的过程

中，本文多次使用了远场条件，并且认为积分面上的

Lighthill 应力张量满足对流速度不随空间位置变化

的冻结流假设。对于前者，需进一步讨论能够适用

该通量模型的观测点位置；对于后者，则需着重考虑

FW–H 积分面的位置，使其落在对流速度较为均匀

的远尾迹区。本文虽然是在二维框架下进行推导，

但是由于频域二维格林函数的远场渐近形式与三维

格林函数相似，所以本文方法也可以很方便地推广

到三维工况中。三维形式的详细推导见本文附录。

 3    结果与讨论

 3.1   低雷诺数圆柱绕流

低雷诺数圆柱绕流辐射噪声常用于检验流动噪

声计算模型和方法的正确性。针对该问题，采用 FW–

H 方程 [20]、直接数值模拟 [30] 及精确格林函数 [31] 等所

得到的结果显示出一致性。Inoue 等 [30] 系统研究了

二维圆柱绕流辐射噪声的指向性、远场压力脉动关

于马赫数的标度率及二维辐射噪声的远场衰减特

性，相关结果常被用作对比算例。将本文结果直接

数值模拟结果[30] 比较，检验所发展模型的有效性。

U∞1

U∞1

y2 = ±2D y1 = −D

U∞1

参考 Nitzkorski 等[20] 的工作，数值求解 Navier–

Stokes 方程作为声源。以圆柱中心为原点，基于来

流速度 和圆柱直径 D定义的雷诺数为 150，y1、

y2 分别对应流向、垂向。圆柱边界采用浸入边界法

处理，计算域为 [−10D, 15D] 和 [−12D, 12D]，欧拉

网格尺度为 0.01D，时间推进步长为 0.001D/ 。选

取长方形 FW–H 积分面（图 1）。圆柱两侧及上游积

分面分别为 和 ，计算声场采样步

长为 0.027D/ ，每个涡脱周期约采样 200 次。

第 1 期 周志腾等： 抑制运动可渗透面虚假噪声的四极子修正模型 5

 



2

0

0 2 4 6
y1/D

8 10 12

y 2
/D

−2

FW–H surface

 

图 1    二维圆柱绕流涡量分布云图和 FW–H 积分面位置示意图
Fig. 1    Diagram  of  vorticity  distribution  of  flows  around  a  circular

cylinder and the location of the FW–H integration surface
 

图 2（ a）给出了不同出口面（ y1 =  4D、 y1 =

4.5D、y1 = 5D）下、观测点（0D, 100D）处未采用四

极子通量模型修正的压力脉动计算结果（来流马赫

数 0.2）。由图可见，基于不同出口面计算得到的远场

压力脉动不一致。与直接数值模拟结果相比，未经

修正的远场声压信号中显示出更高频率的谐波，表

明远场噪声结果对 FW–H 积分面位置有依赖性。

 
0.006

0.003

0p′

−0.003

−0.006
280 300 320 340

t

Lx = 4.0D
Lx = 4.5D
Lx = 5.0D
DNS, Inoue et al.

（a）未修正远场不同出口面噪声计算结果

0.006

0.003

0p′

−0.003

−0.006
280 300 320 340

t

Lx = 4.0D
Lx = 4.5D
Lx = 5.0D
DNS, Inoue et al.

（b）修正后远场不同出口面噪声计算结果
 

图 2    不同出口面修正前后的远场噪声计算结果对比
Fig. 2    Comparison of far-field sound predicted by using formulations

with and without quadrupole correction model
 

图 2（b）展示了采用四极子通量模型得到的不同

出口面远场压力脉动计算结果：基于不同出口面计

算得到的远场压力脉动一致，且高频率谐波得到了

抑制，与直接数值模拟结果更接近。这说明本文模

型能够抑制远场噪声结果对 FW–H 积分面位置的

依赖性，并使其更接近直接数值模拟结果。更详细

的圆柱绕流算例验证结果可参阅文献 [32]。

 3.2   对流涡

p ρ (u, v)

二维对流涡是可压缩欧拉方程的一个精确解，

被广泛应用于四极子通量模型检验 [21, 26]。二维对流

涡产生的压力 、密度 和速度场 如下[21]：

p =
1

γ
[1− a2exp (1− r2)]

γ
γ−1

ρ =

(
p

p0

)1/γ

u = U∞1 − a0a1y2exp [(1− r2) /2]

v = a0a1(y1 −Ma∞1t)exp [(1− r2) /2]

r2 = (y1 −Ma∞1t)
2 + y2

2 （37）

t (y1, y2)

(Ma∞1t, 0)

其中， 表示时刻，(y1, y2) 为空间中一点 到涡

心 的距离。常系数 a0、a1、a2 分别为：

a0 = 1, a1= 1/(2π), a2 = (γ− 1)a2
0a

2

1
/2 （38）

γ = 1.4

ρ

1/γ

空气比热比 ，p0 为背景流动的压力。以参考长

度 L、环境的声速 c0 及密度 对式（37）中的所有物理

量进行无量纲化。图 3 给出了随体坐标系下二维对

流涡的压力变化。由图可见，无量纲压力在远场趋

近于常数 ，即远场噪声几乎消失。因此，由式（36）

估计的四极子通量对远场噪声的贡献应与式（14）和

（15）给出的单极子项和偶极子项贡献之和的幅值相

等、符号相反。

 
0.72

0.70

1/γ

p

0.68

0.66
0 40 60 8020 100

r

y2

y1

θ

 

图 3    二维对流涡压力分布及坐标系定义示意图
Fig. 3    Diagram of the pressure distribution of a convecting vortex

 

ωrot

ωrot

为检验式 （ 36） ， 定义了如图 4 所示的旋转

FW–H 积分面。积分面为正方形，边长为 10L，中心

位于原点，积分面上各点按照频率 绕中心转动。

由此，可以利用转动频率 及 FW – H 面的边长
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urot =

(
√
2/2)ωrotLFWH Marot = (

√
2/2)ωrotLFWH/c0

LFWH 定义积分面的特征速度及特征马赫数

， 。

图 5~7 给出了在来流马赫数 0.1、0.3、0.5 下利

用式（36）得到的四极子项与利用式（14）和（15）得到

的单极子项和偶极子项之和的对比。积分面转动的

特征马赫数与来流马赫数保持一致。远场观测点选

在对流涡上下游距离原点 1 000L处。由图 5~7 可

见，在不同来流马赫数下，四极子项与偶极子项和单

极子项之和互为相反数，符合对流涡在远场辐射噪

声为 0 的结论。这说明利用式（36）能够准确估计出

上下游远场观测点四极子通量的贡献，本文提出的
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2√￣
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p − p0

 
图 4    二维对流涡算例 FW–H 积分面位置及运动示意图

Fig. 4    Diagram of position and motion of the FW–H surface
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图 5    来流马赫数 0.1 的对流涡算例中，四极子项相反数与单极子项、偶

极子项之和的对比

Fig. 5    Comparison  between  the  negative  quadrupole  correction
model and the summary of the monopole and dipole terms at
the freestream Mach number 0.1
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图 6    来流马赫数 0.3 的对流涡算例中，四极子项相反数与单极子项、偶

极子项之和的对比

Fig. 6    Comparison  between  the  negative  quadrupole  correction
model and the summary of the monopole and dipole terms at
the freestream Mach number 0.3
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四极子通量模型成功考虑了积分面的运动，给出了

正确的远场噪声修正结果。

图 8 和 9 给出了观测点选在距离原点 20L和

40L处的压力脉动计算结果（来流马赫数 0.3），积分

面转动的特征马赫数与来流马赫数保持一致。由图 8

可见：在 20L处，下游观测点的四极子项相反数与单

极子项、偶极子项之和偏差较大，而上游观测点则偏

差较小；在 40L处，下游观测点的四极子项相反数与

单极子项、偶极子项之和偏差较大，但相比 20L处有

所减小，而上游观测点的偏差相比于 20L处的上游

观测点进一步减小。出现偏差的原因可能是：在所提

模型的推导过程中，使用了观测点位于声源区远场

的假设，而所计算的观测点距离声源区较近。这表

明所提出的模型主要针对远场观测点有效。关于远

场假设更为详细的分析可参考文献 [24]。

 4    结　论

针对 FW–H 积分中忽略四极子声源项所引起

的虚假噪声问题，本文在频域方法框架下简化了四

极子通量模型的推导，由此将四极子通量模型推广

至运动可渗透面 FW–H 积分中。本文所提出的模型

 

0.6

0.4

0.2

0

p′
/1

0−
3

−0.4

−0.2

−0.6
700 720 760740 780

t
（a）(1 000L，0)

p′M + p′D

−p′Q 

1.5

1.0

0.5

0

p′
/1

0−
3

−0.5

−1.0
2 0402 020 2 0802 060 2 100

t
（b）(−1 000L，0)

p′M + p′D

−p′Q 

 
图 7    来流马赫数 0.5 的对流涡算例中，四极子项相反数与单极子项、偶

极子项之和的对比

Fig. 7    Comparison  between  the  negative  quadrupole  correction
model and the summary of the monopole and dipole terms at
the freestream Mach number 0.5

 

 

4

2

0

p′
/1

0−
3

−2

−4
50 100 150 200

t
（a）(20L，0)

p′M + p′D

−p′Q 

12

6

p′
/1

0−
3

0

−6
50 100 150 200

t
（b）(−20L，0)

p′M + p′D

−p′Q 

 
图 8    来流马赫数 0.3 的对流涡算例中，四极子项相反数与单极子项、偶

极子项之和的对比

Fig. 8    Comparison  between  the  negative  quadrupole  correction
model and the summary of the monopole and dipole terms at
the freestream Mach number 0.3
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图 9    来流马赫数 0.3 的对流涡算例中，四极子项相反数与单极子项、偶

极子项之和的对比

Fig. 9    Comparison  between  the  negative  quadrupole  correction
model and the summary of the monopole and dipole terms at
the freestream Mach number 0.3
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适用于亚声速来流的工况。利用二维对流涡算例和

低雷诺数圆柱绕流算例对本文模型进行了检验，结

果表明：该模型准确修正了四极子声源穿出静止及

运动 FW–H 积分面所导致的虚假远场噪声。

需要注意的是，在本文工作中，四极子声源的对

流速度需满足在积分面上均匀的条件。在本文中，

四极子声源的对流速度被强制取为来流速度，因此，

下游 FW–H 积分面需取在远尾迹区，以避免近尾迹

区速度亏损对四极子声源对流速度的影响。另外，

还需关注多普勒奇异性对四极子通量模型的影响，

在某些工况下，四极子通量模型（式（36））可能存在

分母为 0 的情况，使用式（34）所提供的时间积分形

式能够避免多普勒奇异性。

致谢：本文研究工作得到国家自然科学基金（基础科学

中心项目，编号 11988102；重大研究计划重点支持项目，编号
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附录：三维四极子修正模型

在本附录中，我们通过替换格林函数，给出考虑

运动面的四极子修正模型的三维形式，首先写出三

维自由空间的格林函数：

G3D (x,y,ω) =
1

4πd
exp

[
φ3D

(
iω/c0β2

)]
φ3D = Ma (x1 − y1)− d

d=

√
(x1−y1)

2
+ β2(x2−y2)

2
+ β2(x3−y3)

2
（A1）

利用三维频域格林函数的远场渐近，其二阶空间偏

导数在远场可以写为：

∂2G3D (x,y,ω)
∂yi ∂yj

≈
(

iω
c0β2

)2
∂φ3D

∂yi

∂φ3D

∂yj
G (x,y,ω)

φ = Max1 −May1 − d （A2）

将格林函数的二阶偏导数代入式（18），可以得到：

p̃′
Q (x,ω) = C3D

w ∞

−∞

w ∞

−∞
TijH (f)Aij3D

exp
[
−iω

(
t− φ

3D
/c

0
β2
)]

dtdy

C3D =
1

4π

Aij3D =

(
1

d

)
∂φ3D

∂yi

∂φ3D

∂yj
（A3）

关于时间进行分部积分，得到：

p̃′
Q (x,ω) =− C3D

w ∞

−∞

w ∞

−∞

i
ω

∂ [TijH (f)]

∂t
Aij3D

exp
[
−iω

(
t− φ

3D
/c

0
β2
)]

dtdy （A4）

与式（34）的推导一致，上式可以化为：

p̃′
Q (x,ω) = p̃′

QMS (x,ω) + p̃′
QMQ (x,ω)

p̃′
QMS (x,ω) =

[
c0β2

c0β2 − (U · ∇φ3D)

]
C3D

w ∞

−∞

w
f=0

i
ω
(v · n)TijAij3D

exp
[
−iω

(
t− φ

3D
/c

0
β2
)]

dSdt

p̃′
QMQ (x,ω) = −

[
c0β2

c0β2 − (U · ∇φ3D)

]
C3D

w ∞

−∞

w
f=0

i
ω
(U · n)TijAij3D

exp
[
−iω

(
t− φ

3D
/c

0
β2
)]

dSdt （A5）

利用快速傅里叶变换进一步减少计算量。参考
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Zhou 等[28] 工作，考虑式（10）所示的变量代换，得到：

p̃′
Q (x,ω) =

[
c0β2

c0β2 − (U · ∇φ3D)

]
i
ω
C3D

w ∞

−∞

w
f=0

1

1 +Mat1

[(v −U) · n]

Aij3Dexp(−iωt1)dSdt1

Mat13D =
d
{
[d−Ma(x1 − y1)] /c0β2

}
dt1

（A6）

式（44）即为考虑运动可渗透面的三维四极子修正模型。

（编辑：孙春晖）
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