
 

稳定密度梯度中球形界面流动失稳的研究进展
1)

李延深 2)

(中国科学院大学工程科学学院, 北京 100049)

 (中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室, 北京 100190)

摘要　当流体界面上存在温度梯度或者浓度梯度时, 会产生稳定或不稳定的界面流动. 由于界面流动在多种工

业过程中有广泛应用, 其已经得到了广泛的研究. 通常认为, 在考虑界面流动时, 体积力比如重力可以忽略, 在

小尺度下尤其如此. 因此, 稳定密度梯度的重力效应对界面流动的影响一直是被忽略的. 然而, 近期的一些研究

表明, 即使是在小尺度下, 稳定密度梯度重力效应的影响也不可忽略. 文章综述了稳定密度梯度中球形界面的

流动及其不稳定性研究进展, 介绍了球形界面的两种失稳模式——扩散受限导致的失稳与黏性受限导致的失

稳, 并且分析了对流、密度梯度、扩散、黏性, 以及容器大小对流动失稳的影响. 现有研究表明, 在小尺度下,

当流体界面有竖直方向的分量时, 稳定温度/浓度梯度对界面流动及其稳定性的影响可能需要重新评估. 最后根

据现有研究的不足与发展动态, 对未来的研究方向进行了展望.
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RESEARCH PROGRESS ON THE MARANGONI INSTABILITY OF A DROP/BUBBLE
IMMERSED IN LINEARLY STRATIFIED LIQUIDS1)
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 (State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics, Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China)

Abstract     Marangoni instabilities can emerge when a liquid interface is subjected to a temperature or concentration
gradient. It has been extensively studied due to its wide relevance in industrial applications. It is generally believed that
when it comes to Marangoni flows, bulk effects like buoyancy are negligible as compared to interfacial forces, especially
on small scales. Consequently, the effect of a stable stratification on the Marangoni instability has been ignored.
However, some recent researches have shown that even at small scales, the effect of stable stratifications cannot be
ignored. This paper reviews the research progress on the Marangoni instability of a drop/bubble in a linearly stratified
liquid. Two oscillatory instabilities, i.e., diffusion-limited instability and viscosity-limited instability are introduced, and
the effect of advection, density stratification, diffusion, viscosity and container size on the instability are reviewed.
Current results suggest that when the interface is not horizontal at small scales, the effect of a stable temperature/
concentration gradient on the Marangoni flow and its instability may need reconsideration. Further research directions are
suggested based on the current studies.
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引 言

当流体界面上存在平行于该界面的温度梯度或

者浓度梯度时, 界面上会产生界面张力梯度, 由此导

致的流动称为马兰戈尼流动[1]. 由于该流动产生在

界面上, 因此属于界面流动. 在某些情况下, 该流动

可能失稳, 这被称为马兰戈尼流动不稳定性. 最初由

Pearson[2] 研究之后, 因为其在对流换热[2-3]、液液萃

取[4-8]、涂层技术[2,9-10]、合金制造[11-13] 和晶体生

长[14-22] 等领域有着广泛的应用, 马兰戈尼流动及其

不稳定性得到了广泛的研究. 马兰戈尼流动及其不

稳定性也是液滴自驱运动[23-30] 的主要原因, 由于其

在食品处理[31-32] 等领域有广泛应用, 近些年来也得

到了广泛的研究.
温度/浓度梯度除了会在流体界面上产生马兰

戈尼流动或其不稳定性, 还会在流体内产生密度梯

度. 然而, 该密度梯度的重力效应对界面流动的影响

通常是被忽略的[33]. 这是因为马兰戈尼流动发生在

流体界面上, 其流动的尺度通常比较小. 而我们知道,
重力与长度的三次方成正比, 但界面张力梯度与长

度的一次方成正比. 在小尺度下, 重力相比于界面张

力非常小, 因此重力的作用通常被忽略. 更进一步,
当密度梯度在重力下稳定时 (即稳定密度梯度), 其
重力效应就更容易被忽略, 因为在此种情况下, 重力

或者稳定的密度梯度并不会直接导致任何流动.
但是近期的一些研究表明, 即使是在小尺度下,

重力的影响可能也无法忽略, 比如固着液滴蒸发时

的内部流动[34-36]. 而稳定密度梯度中重力的影响也

被发现是不可忽略的, 比如液滴在稳定密度梯度内

的连续弹跳[37-38]. 注意在重力可忽略时, 温度/浓度梯

度只会使得液滴发生定向的自驱动[23-30]. 更进一步,
稳定密度梯度的重力影响不仅不可忽略, 其在小尺

度下的影响反而可能会被放大[39]. 这表明, 稳定密度

梯度对界面流动的影响可能需要重新考虑, 这对合

金制造[11-13]、晶体生长[14-20] 和食品冷冻[31-32] 等工

业过程有较大的潜在影响, 因为在这些工业过程中,
经常会出现比较大的温度/浓度梯度以及相应的稳

定密度梯度. 因此, 有必要对稳定密度梯度对界面流

动及其不稳定性的影响进行部分总结, 以更好地理

清研究思路.

根据应用的不同, 界面流动的界面构型大致可

以分为以下几类[39]: (1) 两层流体之间的水平界面;
(2) 倾斜平板上薄液膜的自由表面; (3) 竖直液柱的

自由表面; (4) 溶液中的球形界面 (浸没在溶液中的

液滴或气泡). 对于水平界面, 产生稳定密度梯度的

竖直的温度/浓度梯度对其影响较小. 对于后面 3 种

构型, 溶液中的球形界面或许是最简单、最有代表

性的构型. 因此, 本文对稳定密度梯度中球形界面流

动及其不稳定性的影响进行综述, 总结液滴/气泡大

小、容器大小、密度梯度大小、对流、扩散以及黏

性的影响, 并对未来的研究方向进行展望.
值得注意的是, 本文所综述的稳定密度梯度的

长度尺度远大于球形界面的半径. 稳定密度梯度的

总长度大致等于或者小于球形界面半径的情形不在

本文的讨论范围. 这样的密度分层液体的相关研究

请见文献 [40]. 同时, 正是因为密度梯度的长度尺度

远大于球形界面半径, 球形界面附近的温度/浓度梯

度可以近似认为是线性的. 从下文中也可以看到, 为
了研究分析的方便, 现有的这方面的研究大部分都

采用了线性的温度/浓度梯度. 

1     稳态流动

虽然本文重点考察稳定密度梯度的影响, 但是

首先考察密度梯度可忽略时的情形却是有益的, 因
为当密度梯度从无到有, 问题的复杂度也在逐渐增

加. 循序渐进地增加复杂度, 有助于更好地理解问题.
同时, 通过有无密度梯度的对比, 也可以更好地理解

稳定密度梯度在其中的作用. 

1.1    理想情况

为了叙述简洁, 以下称产生稳定密度梯度的温

度/浓度梯度, 为稳定的温度/浓度梯度. 当液滴或气

泡处于稳定的温度梯度中时, 温度梯度所导致的密

度梯度通常被忽略. 当温度梯度较小时, 这似乎是合

理的, 因为液体的体积膨胀系数通常较小. 与此同时,
当液滴或气泡的尺寸很小时, 对流很弱, 其对温度场

或浓度场的影响可以忽略. 在这两个假设之外, 要得

到流场的解析解[41], 还需要再假设界面张力随温度

/浓度的变化是线性的. 由于温度/浓度梯度通常可以

被认为是线性的, 这就相当于假设界面张力随高度
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的变化是线性的. 仍为了叙述简洁, 以下称这 3种假

设下的情形为“理想情况”.
对于温度梯度内的液滴或气泡, 存在跨过球形

界面的热量传输. 而对于浓度梯度内的液滴或气泡,
则有可能使得跨过球形界面的质量传输为零, 这使

得流场及浓度场的解析解更简洁. 对于一个浸没在

稳定浓度梯度中的不互溶液滴 (即跨过液滴界面的

质量传输为 0), 其流动是轴对称的. 当液滴的质心静

止时, 在轴对称球坐标系下 (如图 1), 其速度场及浓

度场的解析解为

ur =
1
2

1
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dσ
dC

dC
dy

R
(
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)
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其中, C 为稳定密度梯度中溶质的浓度, R 为液滴半

径, μ 与 μ′ 分别为液滴外部与内部流体的黏性, σ 为
界面张力, C0 为参考浓度,     为远场的浓度梯

度. 在式 (1) ~ 式 (5) 中, 式 (1) 和式 (2) 是液滴外部

的流场, 式 (3)和式 (4)是液滴内部的流场, 式 (5)是
液滴外部的浓度场 (液滴内部的溶质浓度为 0). 整个

流场的流线及浓度场见图 2.
值得注意的是, 由于跨过液滴表面的溶质扩散

为零, 这使得等浓度线向液滴表面偏折, 最终垂直于

液滴的球形表面. 由式 (5) 可以得知, 在液滴的赤道

r = R, θ = 90◦ 3/2 ·dC/dy位置处, 即    处, 浓度梯度为    ,
即为远场浓度梯度的 3/2倍. 同时, 由式 (2)可知, 液
滴赤道位置处的马兰戈尼流速为

VM = −
1
2

1
µ+µ′

dσ
dC

dC
dy

R (6)

dC/dy

可见, 马兰戈尼流速与液滴半径 R 成正比, 也与浓度

梯度   成正比.
dσ/dy < 0当溶质的存在使界面张力减小, 即   时,

马兰戈尼流动向下. 周围流体的黏性会对液滴产生

一个向上的驱动力. 当该驱动力与液滴本身的重力

平衡时, 液滴才会稳定地悬停在一固定的高度. 此时

液滴与周围流体的密度差为

ρ′−ρ = 3
2

1
µ+µ′

dσ
dy

1
gR

(7)

其中, ρ′ 是液滴的密度, ρ 是液滴外部流体的密度. 由
于外部流体的密度梯度是线性的, 即 dρ/dy 是常数,
式 (7) 两边同时除以 dρ/dy, 可得液滴的悬停高度

h 为

h =
3
2

µ

µ+µ′
dσ
dρ

1
gR

(8)

其中, h = 0为 ρ = ρ′ 的位置, 即液滴与外部流体密度

匹配的位置. 

1.2    非理想情况

dσ/dC

非理想情况, 指的是密度梯度不可忽略, 并且对

流对浓度场的影响不可忽略的情形. 暂时不考虑界

面张力随浓度变化为非线性的影响, 即仍然假设 

 

g

R θ

r

μ

μ′

ρ′

y

 
图 1   轴对称球坐标系及液滴参数

Fig. 1    Axisymmetric spherical coordinate and the drop’s parameters

 

 
图 2   理想情况下的浓度场及流线. 流线由黑色实线表示, 等浓度线

由不同颜色的条带表示

Fig. 2    Streamlines (solid lines) and the concentration field (color strips)
of a drop immersed in a stable stratification in the ideal condition
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是常数.
首先考虑对流的影响. 我们知道, 在有温度/浓

度差的情况下, 对流的作用通常是加速混合, 进而减

小温度/浓度差. 图 3展示了在 Hele-Shaw 流道中, 稳
定的异丙醇浓度梯度对气泡表面流动的影响[42]. 其

实验装置如图 3(a) 所示. 一个厚度为 1.2 mm的竖直

Hele-Shaw 流道中, 底部充满纯水. 水面下放有两个

小的挡板, 两挡板间的空隙高度为 2 mm. 在此空隙

的左侧注入一空气泡. 之后在流道的顶部充满异丙

醇与水的混合溶液. 之后异丙醇开始向下扩散, 气泡

的右侧表面开始逐渐感受到异丙醇的浓度梯度. 用
激光干涉法观察异丙醇的浓度梯度, 结果如图 3(b)
所示. 其中干涉条纹代表等浓度线. 当顶部溶液中异

丙醇的初始浓度为 5 wt% 时, 结果如图 3(b) 的左列

所示. 可以清楚地看到, 当浓度梯度接触到气液界面

时, 会产生向下的马兰戈尼流动. 此时的浓度梯度较

小 ,  马兰戈尼流动微弱 ((1) ~ (4) 的时间间隔是

105 s). 但即使如此, 马兰戈尼流动仍然使得等密度

线向下偏折, 因此气液界面最终所能接触到的等浓

度线数比远场的要少 , 这与对流可以忽略的情形

(图 2)形成了鲜明的对比. 图 3(b)左列表明, 即使在

对流较微弱的情况下, 马兰戈尼对流的存在都会使

得界面所能感受到的浓度梯度变小. 而当初始浓度

增加到 6 wt% 时, 浓度梯度更大, 如图 3(b) 右列所

示, 这会引起更强的对流以及强烈的混合, 使得气液

界面附近的流体浓度变均匀, 最终导致马兰戈尼流

动变弱甚至消失. 在一段时后, 扩散又会使得界面附

近的浓度梯度恢复 (或者部分恢复), 使得马兰戈尼

对流重启, 由此开启下一个循环.
回到浸没在稳定密度梯度内的球形液滴. 当液

滴比较小时, 由式 (6)可知, 马兰戈尼流速比较小. 但
是, 与上述 Hele-Shaw 流道中的对流的作用类似, 这
样小的马兰戈尼对流仍然使液滴能够感受到的浓度

梯度减小, 导致液滴赤道处的马兰戈尼流速小于式

(6), 并且其悬停的高度小于式 (8)的预测值. 或者其

悬停高度可以记为

h = α · 3
2

µ

µ+µ′
dσ
dρ

1
gR

(9)

0 < α < 1

α

其中,    代表对流的影响. 不同黏性的硅油液

滴在具有稳定浓度梯度的酒精-水混合液中的悬停

高度如图 4所示[38]. 对于 μ′ = 20, 50和 100 cSt的液

滴, 其系数   分别为 0.37, 0.61和 0.93. 由式 (6)可知,
液滴黏性越小, 马兰戈尼流速越大, 对流越强. 而由图 3
和图 4可知, 对流越强, 液滴所能感受到的浓度梯度

越小. 这再次说明了对流所起的作用是促进混合, 使
得液滴附近的浓度梯度变小. 而扩散的作用则是试

图将液滴周围的浓度梯度恢复为图 2 所示的浓度

 

(1) (5)

(2) (6)

(3) (7)

(4) (8)

gravity

40 mm

90 mm
2.4 mm

2

water +

isopropyl alcohol

air bubble

water

1.2 mm
1

(a) Bratsun 等[42]的实验装置
(a) Experimental setup by Bratsun et al.[42]

(b) 两组不同初始浓度下干涉条纹随时间的变化, 其中干涉
条纹代表等浓度线, 红色箭头代表气泡界面的流动方向.

 (1) ~ (4) 初始异丙醇浓度 w0 = 5 wt%, 时间分别为 0 s, 13 s, 30 s 

和 105 s; (2) ~ (8) 初始异丙醇浓度 w0  = 6 wt%, 时间分别为 0 s, 

15.3 s, 17 s 和 22 s

(b) Interference patterns at different times for two different initial

concentrations. Fringes represent liquid with equal concentration, 

red arrows denote the flow direction of the bubble surface. (1) ~ (4)

Initial IPA concentration w0 = 5 wt%, snapshots at times 0 s, 13 s,

30 s and 105 s; (2) ~ (8) Initial IPA concentration w0 = 6 wt%, 

snapshots at times 0 s, 15.3 s, 17 s and 22 s 
图 3   Hele-Shaw 流道中稳定的异丙醇浓度梯度对气泡表面的流动

的影响[42]

Fig. 3    Effect of a stable IPA concentration on the Marangoni flow of a
bubble in a Hele-Shaw cell[42]
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场. 当对流与扩散相平衡时, 流动稳定, 因此液滴可

以悬停在固定高度.
由上可知, 在液滴周围的流场内存在对流与扩

散的竞争. 然而, 扩散的速度是有限的, 对流的速度

在理论上却有可能无限增加, 见式 (6). 因此, 当液滴

半径 R 足够大, 或者远场的浓度梯度足够大时, 对流

有可能超过扩散, 使得液滴周围的浓度场被混合均

匀. 这就进一步导致液滴表面的浓度梯度消失, 从而

使马兰戈尼对流消失. 继而, 扩散会发挥作用, 使得

液滴表面再次感受到浓度梯度, 使得马兰戈尼对流

重启. 如此循环往复, 最终形成振荡型的马兰戈尼流动.
在开始分析流动失稳前, 有必要再了解密度梯

度受重力的影响. 图 5展示了一个 100 cSt 黏性的硅

油液滴在酒精-水稳定密度梯度中的流线. 其中红色

箭头表示流场的方向. 可以见到, 密度梯度使得原本

向下的流线向两侧偏折. 这是因为, 向下的马兰戈尼

流动将密度较小的液体带到下部密度更大的液体

中, 这部分流体受到的浮力随着向下的距离增加而

增加, 直到浮力占据主导作用, 这会导致此部分流体

停止下降. 最终由于质量守恒, 流体向外侧流动. 

2     流动失稳的理论分析与实验验证

dwe/dy ≈ 5 m−1

如上一节末尾所述, 当悬浮在稳定密度梯度中

的不互溶液滴足够大时, 扩散有可能无法及时恢复

被对流所影响的浓度场, 导致流动失稳. 由于失稳后

的马兰戈尼流动是振荡型的, 此时液滴会发生弹跳.
图 6(a) 展示了两个不同大小的黏性为 5 cSt 的硅油

液滴在酒精浓度梯度为    的稳定密度

梯度中的行为. 可以看到, R = 69 ± 2 µm 的小液滴

在 h ≈ 8.7 mm 处悬停, 而 R = 454 ± 2 µm 的大液滴

则在 h < 3 mm的高度内弹跳. 图 6(b) 则展示了更多

不同大小的 5 cSt 液滴在同样的密度梯度内的轨迹.
可见, 的确存在一个临界液滴半径 Rcr, 当液滴半径
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图 4   不同黏性液滴在具有稳定浓度梯度的酒精-水混合液中的悬停

高度[38]. we 为酒精的质量分数

Fig. 4    The levitation heigh of silicone oil drops of different viscosities
immersed in stably stratified ethanol-water mixtures[38]. we is the ethanol

weight fraction

 

0.5 mm 
图 5   液滴悬停时的流线图. 液滴黏性为 100 cSt, 半径为 155 ± 2 µm,

酒精浓度梯度为 10 m−1

Fig. 5    The streamlines around a levitating drop. The drop viscosity
is 100 cSt, radius is 155 ± 2 µm, and the ethanol concentration

gradient is 10 m−1
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dwe/dy ≈ 5 m−1图 6   黏性为 5 cSt 的硅油液滴在   的稳定密度分层中

的悬停与弹跳

dwe/dy ≈ 5 m−1
Fig. 6    Levitating and bouncing behaviors of 5 cSt silicone oil drops in a

stable stratification with  
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大于此临界半径 Rcr 时, 流动会失稳.
考虑流动稳定时的流场, 其示意图如图 7. 马兰

戈尼流动主要影响到的浓度场即是流动的速度边界

层, 由图中虚线框内的环形代表, 其厚度为 δ. 边界层

内的液体密度为 ρ. 在虚线框外是未受扰动的远场浓

度梯度, 由红色梯度表示. 马兰戈尼流动由黑色实箭

头表示. 在赤道位置处的马兰戈尼流速仍然记为 VM.
受到对流的影响, VM 小于式 (6)所代表的最大值, 可
以记为

VM =∼
1

µ+µ′
dσ
dC

dC
dy

R (10)

边界层内的流体受到向上的浮力与马兰戈尼流

动所导致的向下的黏性剪切力. 在球对称坐标系下,
黏性剪切力为

−µ∇2 u|r=R,θ=90◦ ∼ µ
(

VM

δ2 −
2VM
δR
+

VM

R2

)
(11)

式中有两个长度尺度, 即 δ 与 R. 当液滴黏性 μ′ 较小

时, 马兰戈尼流速 VM 较大, 见式 (10), 因此流动的雷

诺数较大. 由 Prandtl-Blasius-Pohlhausen边界层理

论[43] 可知, 在一般情况下, 边界层厚度正比于雷诺

数平方根的倒数, 因此此时的边界层厚度较小. 也就

是说, 更小的液滴黏性会导致更小的边界层厚度. 那
么当液滴黏性足够小时, 有可能使得 δ < R, 此时

δ 的影响在式 (11)中占主导. 反之, 当黏性足够大时,
有可能使得 δ > R, 这时 R 的影响占主导. 下文将在

2.1 节与 2.2 节分别考虑液滴黏性极限小 (对应扩散

受限失稳) 与极限大 (对应黏性受限失稳) 的理论情

形, 并且将之与实验结果进行对比. 液滴黏性处于中

间值的情形将在 2.3节讨论.
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图 7   液滴及其周围流场的示意图

Fig. 7    Schematics of the flow field around the drop
  

2.1    液滴黏性非常小的情形

当液滴黏性非常小时, δ < R, 此时式 (11)退化成

−µ∇2 u|r=R,θ=90◦ ∼ µ
VM

δ2 (12)

这是边界层内液体受到的向下的黏性剪切力. 在流

动稳定时, 它与液体受到的浮力平衡. 边界层内的液

体是由液滴顶部流下来的, 其与周围流体的密度差

为 Δρ ~ − Rdρ/dy. 因此, 边界层内的力平衡给出

µ
VM

δ2 ∼ −gR
dρ
dy

(13)

接下来考虑边界层内的对流与扩散. 对于边界

层内的液体, 马兰戈尼对流会增强液体的混合, 使边

界层内浓度变均匀, 而扩散的作用则是试图使边界

层内浓度场与远场浓度场保持一致, 因此边界层内

存在对流与扩散的竞争. 马兰戈尼对流改变浓度场

的时间尺度为 τM ~ R/VM, 而扩散修复浓度场的时间

尺度为 τD ~ δ2/D, 其中 D 是溶质的扩散系数. 当对流

比扩散快的时候, 也即 τM < τD 时, 扩散无法在液滴

周围维持一个稳定的浓度场, 马兰戈尼流动因此也

无法稳定, 于是流动会失稳. 代入两时间尺度的定义,
得到

VMR
D

>
R2

δ2 (14)

上式左侧是贝克莱数的形式, 由于其速度是马兰戈

尼速度, 因此这里将其记为马兰戈尼数

Ma =
VMR

D
= − dσ

dwe

dwe
dy

R2 1
(µ+µ′) D

(15)

这里, 我们代入式 (10) 时将其改成了等号. 由
式 (13)和式 (14)消去 δ, 得到失稳判据

Ma/Ra1/2 > s (16)

Ra = −dρ
dy

gR4

µD
(17)

式中, Ra 是瑞利数, s 是待定常数. 该流动失稳是由

于扩散无法在液滴周围维持一个稳定的浓度场导致

的, 因此称之为扩散受限失稳.
图 8(a) 展示了黏性为 5 cSt 的硅油液滴在稳定

密度分层的酒精-水混合液中弹跳与否的结果. 其中

液滴悬停代表流动稳定, 液滴弹跳代表流动失稳. 由
液滴的物性参数, 以及液滴所在高度处酒精-水混合

液的物性计算得到相应的马兰戈尼数与瑞利数, 并
在图 8(b) 中与式 (16) 对比. 可以看出, 5 cSt 硅油液
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滴的失稳方式的确是扩散受限失稳, 并且可得待定

常数 s = 275 ± 10. 将式 (15) 及式 (17) 代入式 (16),
可得

dwe
dy

>

(
dwe
dy

)
cr
= s2(µ+µ′)2 gD

µ

dρ
dσ

dwe
dσ

(18)

注意式 (18) 的等号右侧仅仅只是酒精浓度 we

的函数, 因为 ρ, μ, D 和 dρ/dσ 都是 we 的函数. 式 (18)
表明, 对于低黏性的扩散受限失稳来说, 存在一个临

界浓度梯度, 只要大于此梯度, 流动就会失稳. 并且

该临界浓度梯度仅仅只是酒精浓度 we 的函数, 与液

滴大小无关. 图 8(a) 的结果可以根据式 (18) 重新画

出, 如图 8(c). 可见, 该临界梯度的确很好地分割了

稳定与不稳定的流动状态. 并且, 图 9(c)也可以很好

地解释为什么图 8(a)中部分稳定与失稳的数据点是

重合的: 在 dwe/dy 约为 10与 20 m−1 时, 处于酒精浓

度更高位置处的液滴流动稳定, 而处于酒精浓度更

低位置处的液滴流动不稳定.
图 9展示了一个茴香油液滴在扩散受限失稳模

式下的下降过程[37]. 图片的右半边为速度场, 左半边

为阴影法拍得的图片. 阴影法图片中, 较亮的区域代

表酒精浓度较高, 而较暗的区域代表酒精浓度较低.
茴香油液滴的黏性为 2.42 cSt, 小于 5 cSt硅油, 因此

其失稳属于扩散受限失稳. 从图 9中可以看到, 在液

滴下沉的初始阶段 (8.2 s), 液滴周围有一层浓度几

乎均匀的流体层, 这是因为过强的马兰戈尼对流将

该流体层内的浓度搅拌均匀. 之后的下降过程中, 由
于扩散的影响, 该流体层逐渐变薄 (34.6 s), 直到消

失, 此时液滴重新感受到外界的浓度梯度, 马兰戈尼

流动重启 (58.6 s), 液滴开始上升 (59.1 s). 图 9 展示

了扩散受限失稳的典型特征——扩散太弱, 不足以

在液滴周围维持一个稳定的浓度梯度. 
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图 8   黏性为 5 cSt 的硅油液滴在稳定密度梯度内的弹跳/悬停结果

Fig. 8    Levitating/bouncing drops of viscosity 5 cSt immersed in stably
stratified ethanol-water mixture
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图 9   茴香油液滴在水-酒精形成的稳定密度梯度内下降的过程[37].

比例尺为 1 mm

Fig. 9    Snapshots of a trans-Anethole drop sinking in the stratified
ethanol-water mixture[37]. The scale bar is 1 mm
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2.2    液滴黏性非常大的情形

液滴黏性非常大时, δ > R, 此时式 (11)退化成

−µ∇2 u|r=R,θ=90◦ ∼ µ
VM

R2 (19)

这是液滴表面液体受到的向下的黏性剪切力.
由于黏性很大, 马兰戈尼对流很弱, 扩散不再是受限

因素, 黏性反而成为了受限因素, 如下文所述. 此时,
由于边界层厚度较大, 边界层内的液体受力并不均

匀, 不能作为一个整体进行分析. 但是, 仍然可以对

紧挨着液滴的一液体薄层进行受力分析, 如图 10中
红色虚线所示. 黑色实线表示速度边界层的位置. 红
色虚线内的液体薄层受到向下的黏性剪切力 F1 ~
μVM/R2 与向上的浮力 F2 ~ − gR·dρ/dy, 以及外层液

体对其施加的向上的黏性剪切力 F3. 当流动稳定时,
有 F1 = F2 + F3. 由于 F1 > 0, 那么 F1 > F2. 但是, F1 ~
O (1/R) 并且 F2 ~ O (R), 也就是说, 只要液滴半径足

够大, 就一定有 F1 < F2, 也就是说, 对于黏性受限失

稳来说, 的确存在一个临界液滴半径, 大于此半径的

液滴一定会失使流动失稳. 此时, 液滴表面液体薄层

所受到的黏性剪切力不足以克服其自身浮力, 因此

称之为黏性受限失稳. 将 F1 和 F2 的定义代入上式,
可得黏性受限失稳的判据

Ra/Ma > c (20)

其中, c 是待定常数.
图 11(a)所示为 100 cSt 黏性的硅油液滴在稳定

的酒精浓度梯度内的结果[38]. 由图 11(b) 可见, 该黏

性的硅油液滴的失稳形式的确为黏性受限失稳. 并
且由式 (20) 可得失稳常数为 c ≈ 0.017 7. 将式 (15)
及式 (17)代入式 (20), 可得

R > Rcr =

√
c

µ

µ+µ′
dσ
dρ

1
g

(21)

也就是说, 对于黏性受限失稳, 的确存在一个临界液
滴半径, 大于此半径的液滴一定会失稳, 并且此临界

半径仅仅只是酒精浓度 we 的函数, 而与浓度梯度无

关, 因为 dwe/dy 未出现在式 (11)中. 图 11(c)展示了

该临界液滴半径 Rcr 随酒精浓度 we 变化的函数. 与

扩散受限失稳不同的是, 黏性受限失稳时流动的具

体形式还未有相关研究.
 

2.3    液滴黏性为中间值的情形

当液滴黏性取某些中间值时, 有可能产生边界
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图 10   δ > R 时液滴表面流体受力

Fig. 10    The force balance on the liquid close to the drop when δ > R
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图 11   黏性为 100 cSt 的硅油液滴在稳定密度梯度内的弹跳/

悬停结果[38]

Fig. 11    Levitating/bouncing drops of viscosity 100 cSt immersed in
stably stratified ethanol-water mixture[38]
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层厚度 δ 与液滴半径 R 接近的情形. 但是, R 是独立

参数, 并且增加 R 会导致雷诺数增加, 进而减小 δ.
因此, 当液滴半径很小时, 会有 δ > R, 流动是黏性受

限失稳. 而当液滴半径很大时, 会有 δ < R, 此时流动

是扩散受限失稳. 而当 δ ~ R 时, 失稳的方式是某种

中间状态. 实验发现, 当硅油黏性为 20 cSt 时, 符合

此中间状态, 见图 12[38].
  

Ra

101

102

103

M
a

10010−3 102

5 
cS

t 
&

 1
0 

cS
t

1
0
0
 c

S
t

5
0
 c

S
t

2
0
 c

S
t

10−110−2 101

bounce

levitate

 
图 12   不同黏性液滴流动失稳的临界条件[38]

Fig. 12    Marangoni instability thresholds for drops of different
viscosities[38]

 

最后, 不同黏性液滴的失稳判据全部画在了图 12
中[38]. 其中, 5 cSt 与 10 cSt 黏性的液滴是扩散受限

失稳, 并且其失稳常数 s 在实验的精度内不可区分.
扩散受限失稳的临界值由红色实线表示, 在该线上

方, 流动会失稳. 50 cSt 与 100 cSt黏性的液滴是黏性

受限失稳, 由蓝色实线表示, 其失稳常数 c 分别为

0.009  5 与 0.017  7. 在蓝色实线下方, 流动会失稳.
20 cSt 黏性的液滴则属于中间状态: 当液滴很小时,
是黏性受限失稳, 其失稳常数 c 为 0.003; 当液滴很

大时, 为扩散受限失稳, 其失稳常数 s 约为 275; 当液

滴尺寸适中时, 失稳模式处于中间状态.
值得注意的是, 在图 12 中, 只有实线是经过实

验检验的结果. 实验中无法观察到太小的液滴, 这对

应于图中瑞利数较小时的虚线. 当液滴太大时, 流动

所影响到的流场范围会大于盛放溶液的容器大小,
进而引入壁面效应, 这对应于瑞利数较大时的虚线.
关于容器大小的影响, 将在第 3节中讨论. 在此之前,
我们先考查一下当浓度梯度换为温度梯度时, 浸没

在其中的气泡表面的流动及其失稳形式. 

2.4    稳定温度梯度中的气泡

对于处在稳定温度梯度中的气泡, 与浓度梯度

不同的是, 气泡并非绝热的, 存在跨过气泡界面的传

热. 在理想情况下[41], 气泡周围的温度场为

T = T0+
dT
dy

(
r+

1− k′/k
2+ k′/k

R3

r2

)
cosθ (22)

其中, T0 为参考温度, k′与 k 分别为气泡内气体以及

气泡外流体的热导率. 对于浸没在水中的空气泡来

说, k′ ≈ 25.87 mW/(m·K), k ≈ 598.03 mW/(m·K), 空气

与水的热导率比值为 k′/k < 0.05, 可以忽略不计. 此
时, 上式退化成

T = T0+
dT
dy

(
r+

1
2

R3

r2

)
cosθ (23)

这与浓度场的式 (5) 完全等价. 在这种情况下, 稳定

温度梯度内球形气泡周围的流动, 与稳定浓度梯度

中不互溶液滴周围的流动完全等价. 只不过此时气

泡内空气的黏性比液滴的黏性小很多. 因此, 气泡表

面的流动最有可能发生扩散受限失稳. 实验发现, 当
一个半径 R   ≈   1 . 6   mm 的气泡被针尖固定在

3.2 K/mm 的稳定温度梯度中时, 其表面的马兰戈尼

流动已经发生振荡型失稳[39], 如图 13. 其失稳模式
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(a) 由针尖固定的气泡在具有稳定温度梯度的水中.
顶部的热水加有少量染色剂以显示流动

(a) A bubble held by a needle is immersed in water with a

stable temperature gradient. Hot water at the top was

dyed to show the flow

(b) 气泡下方 A 点处的速度随时间的变化
(b) Velocity of point A below the bubble as a function of time 

图 13   由针尖固定的气泡在具有稳定温度梯度的水中产生振荡性的

界面流动[39]

Fig. 13    A bubble held by a needle is immersed in water with a stable
temperature gradient, the flow around the bubble is oscillatory[39]
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的确是扩散受限失稳. 值得注意的是, 一些工业应

用[14,44-45] 涉及到的稳定温度梯度要大于 3.2 K/mm.
这些应用中界面的流动稳定性可能需要重新评估. 

3     流场范围受到限制的影响

r→∞
uθ

L
L

回顾理想情况下液滴周围的流场, 见第 1节. 式
(2)表明, 在 θ = 90° 的赤道平面上, 只有当   时,

 才等于零. 也就是说, 在理想情况下, 液滴表面的

马兰戈尼流动所影响到的流场范围     是无限大的.
只有稳定密度梯度 dρ/dy 不为 0,     才有可能成为有

限值[46]. 之前的研究结果[47-48] 表明

L ∼
(
−dρ
dy
µD
g

)− 1
4

(24)

L L

ρ∗ g∆ρ = g (ρ∗−ρ)

L

L

上式说明密度梯度越小, 流场所影响到的范围越大.
如图 14 所示. 液滴浸没在具有稳定密度的液体中.
稳定密度梯度液体置于一正方体容器中, 其边长为

L. 虚线框内的红色阴影区域代表液滴表面马兰戈尼

流动的速度边界层, 而点划线代表流动所影响到的

范围    . 在     范围外, 流场没有受到流动的任何影

响, 因此其等密度线仍然是水平的, 如图 14(a) 中黑

色实线所示. 在与液滴同高度的壁面附近, 液体的密

度为    . 边界层液体受到的浮力为    .
在     范围内, 流场受到流动的影响, 其等密度线主

要会向下偏折 (因为马兰戈尼流动向下), 这里用黑

色虚线表示. 而当容器尺寸 L 小于流场范围     时,
流场受限, 流动会受到容器大小的影响, 如图 14(b)

ρ∗+

g∆ρ+ = g
(
ρ∗+−ρ

)
ρ∗+ > ρ

∗ ∆ρ+ > ∆ρ

所示. 此时即使容器壁面附近的流体也会受到流动

的影响. 因为马兰戈尼流动向下, 液滴会将其下方的

液体向下推. 由质量守恒, 容器壁面附近的液体则会

向上流动, 因此等密度线两端会向上翘起, 如图中黑

色实线所示. 在与液滴同高度的壁面附近, 液体的密

度增加至     , 此时边界层内液体受到的浮力变为

 . 因为    , 所以    , 也即

在空间受限的情况下, 重力项的影响被放大了. 这会

导致相应的瑞利数增加. 由式 (24)可知, 不仅减小容

器尺寸 L 会使得流场受限, 通过减小稳定密度梯度

的强度, 也会使流场受限.
如果将上述分析中的液滴换为一竖直的流体界

面, 其流动形式与液滴的情况相似, 流动空间受限时

重力的影响仍然会被放大. 更一般地, 只要流体界面

有竖直分量, 那么其界面流动在空间受限的影响下

就会将重力的影响放大. 具有竖直分量的流体界面

的形式可以是本文中分析的球形, 也可以是竖直液
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图 13   由针尖固定的气泡在具有稳定温度梯度的水中产生振荡性的

界面流动[39] (续)

Fig. 13    A bubble held by a needle is immersed in water with a stable
temperature gradient, the flow around the bubble is oscillatory[39]

(continued)
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(a) 液滴周围流动所影响到的流场范围    小于
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图 14   稳定密度梯度中等密度线的示意图

Fig. 14    Schematics of the isopycnal in the stratified liquid
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柱, 或者倾斜平板上的薄液膜.
值得注意的是, 以上的分析对涉及稳定密度的

流动来说具有一定的普适性. 而具体到本文所述的

液滴动力学这个问题, 以扩散受限失稳 (Ma/Ra1/2 > s)
为例, 流场受限会导致瑞利数增加, 进而导致临界失

稳参数 s 减小. 通过改变容器尺寸 L 与稳定密度梯

度的大小, 实验测得的 s 值的变化如图 15 所示. 实
验证实了前述分析: 不论是减小容器大小 L, 还是减

小密度梯度, 都会导致流场受限, 进而使得失稳常数

s 减小. 由此可见, 容器越小, 或者密度梯度越小, 流
场受限越严重, 重力对流动的影响也就越强. 这与通

常的认识[33] 相反. 因此, 在稳定密度梯度中, 当流体

界面有竖直方向的分量时, 一些空间狭小情形下的

流动及其稳定性可能需要重新评估. 典型的例子是

微流控系统中气泡或液滴表面的振荡性流动[42].
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图 15   扩散受限失稳的失稳常数 s 随浓度梯度及容器大小的变化

Fig. 15    How the instability criterion s in diffusion-limited instability
varies with the concentration gradient and the container size

  

4     总结与展望

本文综述了稳定密度梯度内球形界面上流动不

稳定性的研究进展. 从理想情况——即不考虑密度

梯度与对流, 并且假设界面张力梯度为线性——出

发, 回顾了流动稳定时的流场. 在此基础上, 回顾了

非理想情况下稳定流场的变化. 之后以稳定的流场

为基态, 回顾了稳定密度梯度中浸没球形界面上的

流动不稳定性. 该系统有两种流动失稳形式——扩

散受限失稳与黏性受限失稳. 前者的失稳是由于马

兰戈尼对流太强, 使得扩散无法维持稳定的浓度场

所导致; 而后者的失稳是由于黏性剪切力太弱, 无法

维持稳定的速度边界层所导致. 最后考察了流场受

限对该流动不稳定性的影响: 当容器过小或密度梯

度很小时, 流场受限, 重力的作用被放大, 该系统中

原本稳定的流动会变得不稳定.
当前的研究也指出了下一步的研究方向. 本文

就此对稳定密度梯度中球形界面流动不稳定性的研

究作出如下展望.
(1) 黏性受限失稳的具体失稳形式还有待探究.
(2) 稳定密度梯度内, 其他界面构型的流动及其

稳定性受流体物理性质以及容器大小的影响还有待

进一步研究. 比如, 稳定密度梯度中竖直液柱的自由

表面, 或者倾斜平板上薄液膜的自由表面——它们

的界面都具有竖直方向上的分量, 并且它们的流场

空间本身就是受限的.
(3) 跨界面的传热/传质不可忽略的情况还有待

进一步研究, 比如浸没于稳定温度梯度内的液滴或

气泡 (有跨界面的传热), 或者浸没于稳定浓度梯度

内的可溶液滴 (有跨界面的传质).
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